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Ubungen zu
,Algebraische Topologie I1I*

1. Sei n € Ny und A,, C R*"! der Standard-Simplex der Dimension n. Zeigen Sie:

(A,, A) = (B, S™71).

2. Sei (E, K) ein 2-dimensionaler simplizialer Komplex. Wir definieren e := #FE, k := #{s €
K :dims =1}, f:= #{s € K : dims = 2} und die Euler—Charakteristik von K durch

X(K):=e—k+ f.

(a) Geben Sie eine Triangulierung K, des M6biusbandes M, K der Kleinschen Flasche
F und Kp, fiir den 2-dimensionalen projektiven Raum 75, an.

(b) Rechnen Sie nach, dass x(K ) = x(Kr) =0 und x(Kp,) =1 ist.

3. Seien K, L simpliziale Komplexe. Sind ¢, ¢’: K — L simpliziale Abbildungen, so heissen
@ und ¢’ benachbart, falls p(s) U ¢'(s) € L fir alle s € K gilt. Wir definieren ¢ ~ ¢/,
falls es simpliziale Abbildungen g, ..., p,: K — L gibt, so dass ¢ = ¢y, v, = ¢’ und
©i_1, ©; benachbart sind fiir i = 1,...n. Offensichtlich ist dies eine Aquivalenzrelation auf
dem Raum der simplizialen Abbildungen von K nach L und wir bezeichnen mit [K; L]

die Menge der Aquivalenzklassen (mit der von oben definierten Relation) von simplizialen
Abbildungen.

(a) Sei M ein weiterer simplizialer Komplex. Zeigen Sie: Fiir [¢] € [K; L] und [¢] €
[L; M] ist die Komposition [p] o [¢)] := [p o 9] wohldefiniert. Definieren Sie dadurch
eine Kategorie, deren Morphismenmenge durch [K, L] gegeben ist, so dass [-] ein
Funktor von SK in diese Kategorie wird.

(b) Zeigen Sie: Sind ¢, ¢': K — L benachbart, so ist |¢| homotop zu |¢/|.

4. Beweisen Sie erneut, dieses Mal ohne die Kenntnis der Homologie von S™ (n € Ny), dass

7 k=n

0 sonst

Hy(B",5") = {

ist. (Hinweis: Sei B}~' C S"! die (abgeschlossene) obere Hemisphire. Betrachten Sie
das Raumtripel (B", S"~! B 1))
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