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Übungen zu

�Di�erentialgeometrie II�

1. Sei (M, o) eine orientierte Mannigfaltigkeit und p ∈M. Zeigen Sie:

(a) Ist ϕ : U → V ⊆ Rn eine Karte, so dass Dϕp : TMp → TRn
ϕ(p)
∼= Rn orientierungs-

erhaltend ist, so gibt es eine o�ene Umgebung U ′ ⊆ U von p, so dass Dϕq für alle
q ∈ U ′ orientierungserhaltend ist.

(b) Ist N eine weitere orientierte Mannigfaltigkeit, M zusammenhängend und Φ : M →
N eine Di�eomorphismus, so gilt: Ist DΦp : TMp → TNΦ(p) orientierungserhaltend,
für ein p ∈M , so ist DΦq orientierungserhaltend, für alle q ∈M .

(c) Ist M zusammenhängend, so gibt es genau eine andere Orientierung auf M , nämlich
−o = (−op)p∈M).

2. Sei k ∈ Z und potk : S1 → S1 : z 7→ zk (wo S1 als Teilraum von C betrachtet wird). Zeigen
Sie:

deg(potk) = k.

3. (Brouwer) Sei n ∈ N und f : Sn → Sn glatt mit deg(f) 6= (−1)n+1. Zeigen Sie, dass f
einen Fixpunkt hat.

4. (a) Sei P1 = P1(C) der 1-dimensionale komplex-projektive Raum sowie
Ui = {(z0 : z1) ∈ P1 : zi 6= 0} (i = 0, 1) und ϕi : Ui → C die Standardkarten von P1,
also

ϕ0(z0 : z1) =
z1

z0
, ϕ1(z0 : z1) =

z0

z1
.

De�nieren Sie, was eine 1-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit ist (eine so ge-
nannte Riemannsche Fläche), berechnen Sie die Übergänge von A = (ϕ0, ϕ1) und
zeigen Sie damit, dass P1 eine Riemannsche Fläche ist.

(b) Zeigen Sie, dass P1 (als 2-dimensionale reelle Mannigfaltigkeit) di�eomorph zu S2

ist. (Hinweis: Betrachten Sie S2 als C ∪ {∞} mit ∞ = (0, 0, 1), (die Riemannsche
Zahlenkugel) und schicken Sie z ∈ C auf ϕ−1

1 (z) sowie ∞ auf (0:1).)

(c) Sei nun p ∈ C[X] ein Polynom vom Grad k ∈ N. De�nieren Sie f : S2 → S2 durch
f(z) = p(z) für z ∈ C und f(∞) =∞ (wenn man wieder S2 als C∪{∞} betrachtet).
Zeigen Sie, dass f glatt ist (ja sogar holomorph bzgl. der komplexen Struktur von
P1) und dass gilt:

deg(f) = k.
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