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Ubungen zu
,Differentialgeometrie IT

1. Seien M, N und P glatte Mannigfaltigkeiten und ® : M — N sowie ¥ : N — P glatte
Abbildungen. Zeigen Sie fiir jede k-Form w € £*¥(P)

(Vo d)w=d"(T'w).
2. (a) Sei U C R™ eine offene Menge und w eine glatte (n-1)-Form auf U,
w=(=1)ndz" A ... A dzi A ... A dx",
mit, einem glatten n = (y,...,n,) : U — R™. Zeigen Sie: Ist dw = fda' A ... A da™,

f U = R glatt, so ist f = div(n).

(b) Sei nun U C R3 eine offene Menge. Zeigen Sie: Ist w eine glatte 1-Form auf U,
w = o;dx’ und dw = mda? A dad + neda® A dzt + nadat A da?, so gilt fiir n =
(N1, m2,m3) : U = R3 und a = (a1, a, a3) : U — R3: = rot(a).

3. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n und 0 < k < n. Die k-te de Rhamsche
Cohomologiegruppe von M ist der R-Vektorraum

ker{dy : E¥(M) — EFL(M)}

im{dy_y : EF-Y(M) — EF(M)}

H*(M;R) :=

Zeigen Sie, dass M genau dann zusammenhingend ist, wenn H°(M;R) = R.

4. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und £*(M) ihre graduierte R-Algebra der glatten
Differentialformen. Zeigen Sie:

(a) Ist d : EX(M) — E*(M) eine Anti-Derivation, die auf Funktionen die Ableitung ist,
so ist d bereits ein lokaler Operator. (Hinweis: benutze Abschneidefunktionen)

(b) Es gibt genau eine Anti-Derivation d : £*(M) — £*(M) vom Grad 1, die auf den
Funktionen die Ableitung ist und d? = 0 erfiillt.
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