Aufgaben zur Klausurvorbereitung 1

1 Rechenaufgaben

1. Berechnen Sie die Integrale

dzx.

In(3) 4e2v 1 623 + 1622 + 152 + 11
/ dxr und /
0 3e2r 4 2e* — 1 0 322+ 8x + 5

2. Gegeben sei die Kurve C' durch die Parametrisierung

cos®(t) 5
¢= { (sin3(t)> €R

a) Skizzieren Sie die Kurve und berechnen Sie ihre Lange.

te [0,27r)}.

b) Berechnen Sie die von C' eingeschlossene Fliache mithilfe des Green’schen
Integralsatzes.

c) Gegeben sei nun zudem das Vektorfeld v : R? — R? v(z,y) = (z—y, z+y).
Berechnen Sie den Fluss von v durch C.

3. Essei fir r € R der Kreis K = {(z,y) € R?*| 2?+y* = r?} gegeben. Berechnen

Sie das Integral
(1 -2y
Js ((1 — )

einmal direkt und einmal mithilfe des Satzes von Green.

4. Es sei A die Flache im ersten Quadranten, welche durch die Kurven y = =,
y = 1/xund y = x/4 begrenzt wird. Berechne den Flacheninhalt von A mithilfe
des Green’schen Integralsatzes.

5. Berechnen Sie durch eine geeignete Parametrisierung

a) die Oberfliache einer Kugel mit Radius R > 0.
b) die Oberfliche des Korpers, welcher durch Rotation von T = {(z,y) €
R?| (x — R)? + y* < r?} um die y-Achse entsteht. Hierbei sei 0 < r < R.

6. Es sei G = R*\{0}. Gegeben sei das Vektorfeld

v:G =R v(r) = i
]?

Bestimmen Sie & : G — R so, dass v = grad(®). Berechnen Sie div(v) und
rot(v).

7. Es sei K C R? die Einheitskugel. Verifizieren Sie fiir das Vektorfeld v : R® —
R3 v(z,y,z) = (x,2y,2%) den Integralsatz von GauB, d.h. zeigen Sie durch
explizites Ausrechnen, dass

/Kdiv(v) d(z,y,z) = /BKV -dS.
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8. Esseien a,b € Rmit a < bund f : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funk-
tion. Leiten Sie eine Formel zur Berechnung der Lange des Graphen von f
her.

9. Es sei A := {(z,y,2) € R3|2* + 4>+ 22 = 1,2 > 0}. Berechnen Sie fiir das
Vektorfeld v : A — R3, v(z,y,2) = (1—2,1—z,1—y) moglichst geschickt das

Integral
[ v-as.
A

10. Zeigen Sie, dass unter allen Dreiecken mit Umfang U > 0 das gleichseitige
Dreieck den grofiten Flacheninhalt hat. Verwenden Sie hierzu, dass fiir die
Seitenlédngen #1, {5, {3 > 0, also U = {1 4+ {5 + (3, der Flacheninhalt gegeben ist
durch

F(ly, 05, 05) = i\/U(U —20)(U = 26,)(U — 203).

2 Zum Denken

1. Das elektrische Feld E(r,¢) und das magnetische Feld B(r,¢) seien als zweimal
stetig differenzierbare Vektorfelder E,B : R?® x R — R3 vorausgesetzt. Im
Vakuum verschwinden Strom- und Ladungsdichte, sodass die Maxwell’schen
Feldgleichungen folgendermaflen gegeben sind:

B
div(E) =0 rot(E) = —k %t
1 OE

(B — B —
div(B) =0 rot(B) — 5

Hierbei ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit und s # 0 eine vom Maflsystem abhéan-
gige Konstante. Divergenz und Rotation beziehen sich auf die drei Ortskom-
ponenten. Zeigen Sie

1 O’°E 1 °B

2. Es sei f: R — R definiert durch f(x) = sin(x) + sinh(x).

a) Zeigen Sie, dass f bijektiv ist. Berechnen Sie die Ableitung von f~! an
der Stelle 1 + sinh(7/2).

b) Zeigen Sie mithilfe des Satzes tiber implizite Funktionen, dass die Glei-
chung f(z) = y in einer Umgebung von (x¢,yo) := (7/2,1 + sinh(7/2))
nach x auflosbar ist. Berechnen Sie dann die Ableitung der Losungsfunk-
tion an der Stelle yq.

3. Zeigen Sie fiir n,m € N die Beziehung

2 0
—/ cos(nz) cos(mx) dx = dym.
7 Jo
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4. Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -). Sei (vy,...,v,) eine Basis von
V. Ferner seien fiir £k = 1,...,n die Vektoren dj, rekursiv definiert durch
k-1 -
Cp = UV — Z(dj,vk>dj und dj = m
j=1

a) Betrachten Sie zunichst den Spezialfall V = R? mit dem Standardskalar-
produkt. Machen Sie sich anhand des Beispiels v; = (4,2) und vy = (1, 3)
(auch graphisch) klar, dass (dy,dy) eine Orthonormalbasis von V' ist.

b) Begrinden Sie, dass ¢y, ..., ¢, # 0. Also sind die Vektoren dy,...,d, # 0
wohldefiniert.

c) Zeigen Sie, dass (dy, ..., d,) eine Orthonormalbasis von V ist.

5. Die quadratischen Matrizen mit den tiblichen Verkniipfungen bilden einen re-
ellen Vektorraum. Zeigen Sie, dass durch (A, B) := tr(A” B) ein Skalarprodukt
auf diesem Vektorraum definiert wird.

6. Es sei A € M(n,R). Beweisen oder widerlegen Sie: Ist A invertierbar, so ist A
auch diagonalisierbar.

7. Zeigen Sie, dass die Menge aller invertierbaren Matrizen ausgestattet mit der
iiblichen Matrixmultiplikation eine Gruppe bildet.

8. Sei f: R — R stetig. Sei dann die Funktion H : R — R definiert durch

H(z) = exp (/0 £(0) dt) .

a) Berechnen Sie die Ableitung H'(x).

b) Es sei G : R — R zudem eine differenzierbare Funktion mit G’ = fG.
Zeigen Sie, dass dann G(z) = G(0)H(x) fur alle z € R gilt.

9. Es seien n € Nund ay,...,a, € R. Zeigen Sie, dass die Gleichung

n
> agcos(kz) =0
k=1
in (0, 7) mindestens eine Losung hat. Sie konnen hierzu den Mittelwertsatz der
Integralrechnung verwenden.

10. Die Matrix A € M(n,R) mit den Eintrdgen (a;;);;_, sei schiefsymmetrisch,
d.h. es gelte stets a;; = —a;;. Zeigen Sie, dass A keinen von Null verschiedenen
reellen Eigenwert haben kann.

11. Verwenden Sie den Mittelwertsatz der Integralrechnung, um folgende Abschét-
zZung zu zeigen:

2
<=

\/SL’—i— 3

12. Sei a € R. Untersuchen Sie, ob der folgende Grenzwert existiert:

y 1 rath 9 d
fmo | cos(z”) dx
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