Lernzielkontrolle IT 1

Aufgabe 1 (implizite Funktionen)
a) Zeige, dass das Gleichungssystem
Y1 + cos(y1y2) = yox1 + 1
sin(y1) = x2 + Y2
in einer Umgebung von P = (21,22, y1,y2) = (0,—1,0, 1) nach (yi,y2) auflosbar

ist, d.h.
yr\y .
<y2> = f(l"l,iUQ)

und berechne D f(0,—1).
b) Finde einen Punkt, fiir den es keine solche Umgebung gibt. Begriinde deine Ant-

wort.
Losung
a) Betrachte die Funktion F': R? x R? — R? definiert durch

Y1 + cos(yrya) — Yo — 1
F ) Y Y - 3
(v, ) = (P o) e

und setze (a,b) := ((0,—1),(0,1)). Dann gilt F(a,b) = 0 € R?. Ferner ist
)i oFy  O0F
(o) = ( 7 ) (a)

o) 0 a2

_ (1= tesin(yiyz) —yicos(yiya) — 21 (a.b)
a cos(y1) -1 ’

)

Da diese Matrix invertierbar ist, lasst sich das Gleichungssystem also lokal um
nach (y1,y2) auflésen. Fir die Losungsfunktion f gilt wegen f(a) = b an der
Stelle a = (x1,x2) = (0,—1) dann

OF L oF
Dfla) = - l@(yl,yg)(a’f(a))] ' (1, x2)

1 [— _
-4 (0N (2 8w
-1 0 -1 0
-11) {0 -1
1 0
1 —-1)°
b) Fir den Punkt @ = ((1,0), (0,0)) gilt ebenso F(Q) = 0, aber die Matrix

-} )

ist nicht invertierbar, sodass der Satz tiber implizite Funktionen keine Anwendung
findet.
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Aufgabe 2 (Extremstellensuche)

a) Es sei f(z,y) = e ™. Berechne alle globalen Minima und Maxima von f auf
M :={(x,y) € R*|2? + 4y* < 1}.

b) Weiter sei f(z,y) = 2* + y* — 4y + 1. Finde alle lokalen Minima und Maxima.
Losung

a) Da die Exponentialfunktion streng monoton ist, wiirde es hier geniigen, den Ex-
ponenten auf Extrema zu untersuchen (Ubung). Wir rechnen hier ohne diesen
Trick (was etwas aufwandiger ist).

e Wir bestimmen die Extrema im Inneren von M. Gradient und Hessematrix
von f sind folgendermaBen gegeben (Produktregel!):

grad(f)(z,y) = <_y e_my>

—x e_my
2

tess(1)e) = () e

Ty x
Hieraus erhdlt man ohne weitere Rechnung (e ¥ # 0)

o

e = (o) & ) =00 €

als einzigen kritischen Punkt. Die Hessematrix an dieser Stelle ist gegeben
durch

Hess(f)(0,0) = (_01 _01> ,

sodass sich die Eigenwerte ergeben zu

D 9 B _
det(_1 0_)\>_0 S NM-1=0 & \=4+1.

Da die Hessematrix von f an der Stelle (0, 0) also indefinit ist, liegt dort ein
Sattelpunkt.

e Wir bestimmen nun die Extremstellen auf dem Rand von M mithilfe von
Lagrange’schen Multiplikatoren: Die Randbedingung lautet

(,y) €OM <& h(z,y) =2>+4y°—1=0.

Wir erhalten hiermit:

—x e_xy

grad(f)(z,y) = A - grad(h)(z,y) < <_y eﬂy) =A- @5) ((iii>)

Wire A = 0, so wiirde direkt (x,y) = (0,0) folgen. Jedoch liegt (0,0) nicht
auf dem Rand von M, weswegen wir von A # 0 ausgehen kénnen. Ebenso
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folgt, dass wir von x,y # 0 ausgehen kénnen. Wir multiplizieren (i) mit x
und (ii) mit y und erhalten das Gleichungssystem

—xye ™\ (227
(—fcye‘”>_A (81/2)’

woraus wir direkt 2Ax? = 8Ay? folgern. Mit der Randbedingung finden wir

dann
1

V2
Fiir jeden moglichen Wert von x erhalten wir wiederum zwei mogliche Werte
von y aus der Beziechung 2 = 4y? & y = +x/2. Insgesamt:

=4 =1-2> & =%+

Pi=(tftag) = SR =

P=(~fptis) = f()=elt

— (-1 __1 — o 1/4

Po=(~Yp—aa) = J(P)=
(P)

— 11 — ol/4

Es liegen also die globalen Maxima von f auf M in den Punkten P, und Py,
die globalen Minima in P, und Ps.

b) Gradient und Hessematrix der Funktion f sind folgendermaflen gegeben:

.T3 -

Hess(f)(z,y) = (131 1;;12>

Die kritischen Punkte ergeben sich aus der Forderung

gmm@w=® & @i@=® g

Wir setzen (i) in (ii) ein und erhalten x = y* = (2*)® = 2%, sodass die moglichen
Losungen fir x gegeben sind durch z = 0,£1. Aus (ii) erhalten wir stets die

zugehorige Losung fiir y, sodass alle kritischen Punkte gegeben sind durch
Plz(0,0), PQZ(]_,l) und sz(—]_,—]_)

Wir konnen diese kritischen Punkte nun anhand der Definitheit der Hessematrix
an der jeweiligen Stelle klassifizieren. Es folgen:

Hess(f)(P)) = (_04 —04> hat die EW =+ 4

Hess(f)(P,) = Hess(f)(Ps) = (ii I;) hat die EW 12+£4 >0

An der Stelle P; liegt also ein Sattelpunkt, wahrend an den Stellen P, und Pj
lokale Minima liegen. f hat kein lokales Maximum.
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Aufgabe 3 (Hohenschnitte und Integrationsreihenfolge)

a) Bestimme das Volumen des Bereichs, der durch das Paraboloid z = z? + 3y? und
durch die Flachen z =0, y = 1, y =  und z = 0 beschrénkt ist.

b) Berechne
1 w/2
I ::/ / cos(x)y/1 + cos?(x) dz dy.
y=0 Jx

=arcsin(y)
Losung

a) Wir betrachten Hohenschnitte fiir gegebenes z € R, um die Integrationsgrenzen
zu bestimmen. Wir erhalten:

z
2 =3y? + 2 .O§$§1
e r<y<lI
=0 | | .Y o 0 <z < 2?4 32
‘yfx y=1

Das Volumen ergibt sich daher folgendermafien:

1 1 x243y2 1
V:/ / / ’ dzdydx:/ [y + 7] dp = 2
=0 Jy=x =0 y=x 6

b) Wir vertauschen die Integrationsreihenfolge und skizzieren hierzu zunéchst den
Integrationsbereich.

Damit ergibt sich das Integral zu

y=1 y = sin(z) w/2  psin(z)
= / / cos(z)y/1 + cos?(x) dy de,

y=0 - T wodruch die innere Integration leicht durchzu-
z=m/2 fiihren ist, da der Integrand nicht von y abhéangt.

Mit der Substitution u = 1 + cos?(x) erhalten wir das gesuchte Integral:

w/2 1
1= [ i+ cos( / —S(2v2-1
+ cos?(z) sin(z) cos(x \/_ 3( V2 -1)

=—du/2

Mathematik fiir Physiker 11 SS13



Lernzielkontrolle IT 5

Aufgabe 4 (Kugel- und Polarkoordinaten)

a) Berechne das Volumen des Objekts, welches innerhalb der Sphéire 22 +y%+2% = 4
und unterhalb des Kegels z = /a2 + y? liegt und durch z,y, z > 0 beschrankt
ist.

b) Berechne mittels Umformung in Polarkoordinaten

3 V9—z2
I:= / / sin(z? + y*) dy da.
=-3 Jy=0

Losung

a) Gesucht ist ein Volumen im ersten Oktanten, welches sich am einfachsten in
Kugelkoordinaten berechnen lasst.

Das Volumen ergibt sich also folgendermafien
(die begrenzende Kugel hat Radius 2):

w/2 pmw/2
V:/ / / r? sin(v) dv de dr
r=0 Jp= =r/4

Y

Wir erhalten also fiir dieses Integral:

V= / 24 /”/2 " n(@)d = o
redr dy 19:#/4sm =3

1 A7

2 V2 32

b) In Polarkoordinaten ist = r cos(y) sowie y = r sin(p). Insbesondere ist die
Ersetzung 22 + y? = r? durchzufiihren.

VY
Also gilt fiir das gesuchte Integral:
y=vi— |
3 s
I:/ / sin(r?) r de dr
y=0 | | > T r=0 /=0
r=-3 r=3

Wir erhalten hieraus durch die Substitution u = 2 schlieBlich:

3 9 d
I = 7r/ sin(r?) rdr = 7r/ sin(u) 7u = g(l —c0s(9))
r=0 u

=0
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Aufgabe 5 (Integralsymmetrien und Matrizen)
a) Es sei f : R — R stetig und [—a,a] C R, @ > 0 und f(—x) = —f(z). Zeige
J2o () dz = 0.

b) Essei f: R — R stetig, p € R und f(x + p) = f(x) fir alle x € R. Zeige, dass
dann [P*P f(t)dt = [P f(¢)dt fiir alle 7 € R.

c¢) Es sei fir ein a € R

Ist A diagonalisierbar? Bestimme die Eigenwerte von A.

1 1 2
B:=12 -1 3].
0 1 3

Berechne det(B), det(B™!), det(3B) und det(B?).

d) Es sei

Losung

a) Mittels der Substitution x ~» —x folgt:

_aa f(z)dx = _Oa f(z)dx + /Oa flz)dx = /ao (—z)(—dz) + Oa f(z)dx

b) Durch die Verschiebung bzw. Substitution u = t—p erhalten wir die Behauptung;:

/:ﬂgf(t) ar=[" 1o dt+/x+

T+p—p

/ £)dt + Flu+ p)du
/ dt+/
L

¢) Da A symmetrisch ist, ist A diagonalisierbar. Wir berechnen

a— A a a
a a— A a
a a a— A

=(a—M\?+d®>+a*—3a*(a—\) = (3a — NN\

Da also
det(A—A1)=0 <« A=0oder A =3q,

sind 0 und 3a die Eigenwerte der Matrix A.
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d) Die Determinante von B berechnen wir durch Zeilenumformungen:

1 1 2 11
det(B)=|0 —3 —1|=[0 0
0 1 3 0 1

— -8

w 0o N

1
——o0
0

—_
oo W N

Also existiert B~! und wegen 1 = det(1) = det(BB™') = det(B)det(B™") ist
det(B~') =1/ det(B) = —1/8.

Da die Multiplikation einer Zeile mit einem Faktor die Determinante um densel-
ben Faktor dndert, folgt det(3B) = 3% det(B) = —216.

Schliellich folgt det(B?) = det(B) det(B) = 64.
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Aufgabe 6 (Beweisiibungen)

a) Es seien p Punkte a,,...,a, € R™ gegeben. Zeige, dass die Summe der Abstands-
quadrate f : R" — R,

. 2
= Z [l — ay |7,
ein Minimum im »Mittelpunkt« & := EV 1 @, besitzt.

b) Essei f: R — R stetig. Zeige fiir alle 0 < p < 1 und alle a € R, dass

m 1/a+hf(t) dt = 0.

i
h—0 hP Jq

c) Seien a,b € Rmit 0 < a < bund f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Berechne
das (orientierte) Volumen des Kérpers, der entsteht, wenn man die Flache unter
dem Graphen von f um die y-Achse rotiert.

Losung

a) Wir berechnen den Gradienten von f, um zu zeigen, dass dieser an der Stelle £
verschwindet:

N
Il
—

.
I
—_

@ X1-

1 v=1 v=1 z:l
/4
e £

Es ist nun offensichtlich, dass grad(f)(§{) = 0 € R™. Wir bestimmen nun die
Hessematrix, um nachzuweisen, dass es sich tatsachlich um ein lokales Minimum

handelt:

I
[\&)
[ —_
T
! M: I
)
&
('b
—_
M"@
INgh
@
AN
:—/
D
| I

ess(1) (o)), = -5 10) = ()
= 812 (p@”j - i(%)j)
=2pdy

Die Hessematrix ist also gegeben durch Hess(f)(x) = 2p1 und hat daher nur
den Eigenwert 2p > 0. Insbesondere ist Hess(f)(£) positiv definit, womit in £
tatséchlich ein lokales Minimum vorliegt.
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b) Es geniigt zu zeigen, dass der Betrag obigen Ausdrucks im Limes verschwindet.
Ferner setzen wir

Ca(h) == sup |f(t)],

t€la,a+h]

sodass aufgrund der Stetigkeit von f die Beziehung limy_,o Cy(h) = |f(a)| < oo
gilt. Es folgt damit

hp/ £(6) dt

weswegen Gleichheit gelten muss.

. 1-p _
<hm<|h|\a+h a\c*()>_}115%(|h | Ca(h)) =0,

h—>0

c) Der entstehende Rotationskorper ist radialsymmetrisch, sodass sich sein Volumen
leicht in Zylinderkoordinaten berechnen lésst. Die Formel fiir das Volumen ist also

gegeben durch
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