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Aufgabe 24: Aulere Ableitung und Dachprodukt
Seien wy € A,(M) und wy € Ag(M). Zeigen Sie, dass

d((,dl A\ CUQ) = dw1 N wa + (—1)pw1 A dWQ .

Aufgabe 25: Der Homotopie-Operator: Vorbereitung zu Aufgabe 26

Sei M eine Mannigfaltigkeit und [0,1] x M die Produktmannigfaltigkeit mit Rand ({0} x M) U
({1} x M) U ((0,1) x OM). Es bezeichne ¢; : M — [0,1] x M, x — (t,x) die natiirliche Injektion
und 7 : [0,1] x M — M, (t,z) — x die Projektion auf M.

(a) Machen Sie sich klar, dass sich jedes w € A,([0,1] x M) aufspalten lasst in
w=dt ANwy + wp,

wobel wyr € Ap_1([0, 1] x M) gegeben ist durch wys (- -+ ) = w(0, - - ) und wy € A, ([0, 1] x M)

gegeben ist durch wy|y,.) = 7*1jw. Stellen Sie dazu beide Seiten der obigen Gleichung lokal
beziiglich einer Koordinatenbasis (dt,dq!,...,dq") dar, wobei ¢ lokale Koordinaten von M
seien.

(b) Man definiert nun K : A,([0,1] x M) — A,_;(M) durch
1

w=dt Nwy +wy — Kw ::/ wyr(t)dt,
0

wobel wyy(t) := tjwys sei. Zeigen Sie, dass

do K+ Kod=1]—¢.

Aufgabe 26: Das Lemma von Poincaré
Sei w € Ay(M) geschlossen und M zusammenziehbar, d.h. es gibt eine glatte Abbildung

F:]0,1] x M — M mit F(0,-) =idy und F(1,-) =z fireinzg e M,

die also M stetig auf einen Punkt xo € M “zusammenzieht”. Zeigen Sie, dass w exakt ist, d.h.
w=dv fiir ein v € A,_1(M).
Tipp: Setzen Sie ) := F*w und wenden Sie do K + K od aus Aufgabe 25 (b) auf Q an.



Aufgabe 27: Die Kontinuititsgleichung x
Sei * der Hodgeoperator bzgl. der Minkowski-Metrik im R*. Weiterhin seien der Strom J : R x
R3 — R? und die Ladungsdichte p : R x R* — R glatt. Wir definieren wieder die zugehorige
1-Form J € A{(R*) durch

J = pdt — Jyda'.

Zeigen Sie, dass die Kontinuitatsgleichung

%nLdivJ:O

dquivalent zu

d«7 =0
ist. Zeigen Sie weiterhin, dass die inhomogene Maxwellgleichung
d+F = xJ
genau dann eine Losung F besitzt, wenn der Viererstrom J die Kontinuititsgleichung erfiillt. Ist

die Losung eindeutig?

Abgabe: Mittwoch, 12.06.2013, bis 17.00 Uhr im Postfach von Herrn Teufel.



