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Ziel dieser Vorlesung ist es, mathematische Methoden und Gebiete am Leitthema der klassischen
Mechanik kennenzulernen. Im Mittelpunkt stehen dabei die Differentialgeometrie und die sym-
plektische Geometrie, sowie Konzepte der Stérungstheorie.

In der klassischen Mechanik beschreibt man die zeitliche Entwicklung von Systemen, deren
Zustand zum Zeitpunkt ¢ durch die Konfiguration z(¢) beschrieben wird. Beispielsweise ist
in einem System aus N Punktteilchen im dreidimensionalen Raum die Konfiguration z(t) =
(z1(t),...,2n(t)) € R3N der Vektor im Konfigurationsraum R3" den man aus den N Orts-
vektoren x;(t) der Teilchen erhilt. Im Allgemeinen wird z(t) ein Punkt in einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit M sein.

In der Newtonschen Formulierung erhilt man die méglichen Trajektorien ¢ — x(¢) im Konfigu-
rationsraum als Losungen der Newtonschen Bewegungsgleichung,

mi(t) = F(x(t),z(t),t),

einer gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung. In dieser Notation ist @(t) = %x(t)

und Z(t) = %x(t). Die Funktion F' : TM x R — T(T'M) heifit Kraft und ist im Allgemeinen
eine Funktion der Konfiguration und ihrer zeitlichen Anderung, der Geschwindigkeit. Geometrisch
bedeutet das, dass F' eine Funktion auf dem Tangentialbiindel 7'M an M ist. Schlielich bezeichnet

m die Massenmatrix, den Proportionalitidtsfaktor zwischen Kraft F' und Beschleunigung &(t).

Inhalt dieser Vorlesung wird u.a. sein, die erwéhnten Begriffe mathematisch prézise zu verstehen
und eine geometrisch noch elegantere Formulierung der klassischen Mechanik, die Hamiltonsche
Mechanik, kennenzulernen und zu analysieren.

Bevor wir uns der Mathematik zuwenden, noch zwei einleitende Beispiele aus der Newtonschen
Mechanik:

e Bewegung der Erde um die Sonne (idealisiert):

Die Sonne wird als Punktmasse M bei 0 € R? und die Erde als Punktmasse m am Ort z(t) € R3
modelliert. Die Anziehungskraft wirkt in Richtung —z(¢) und ist proportional zu

mM . mM
0—z@®)  |=(t)]*

Die Newtonsche Gleichung lautet also

~GmM (1)
()P |=(t)]

Das ist eine autonome Differentialgleichung 2. Ordnung auf dem Konfigurationsraum R3\ {0}. Als
Anfangsdaten werden z(0) = x¢ und #(0) = vy benétigt. Die zugehorigen Losungen sind explizit
bekannt (Keplerbahnen).

Wie wir sehen werden, haben die Differentialgleichungen der klassischen Mechanik eine spezielle
Struktur, insbesondere spielen Erhaltungsgrofien eine wichtige Rolle. Mit deren Hilfe kann man
weitreichende Informationen iiber Losungen erlangen, ohne die Gleichungen explizit zu 16sen. Auf
dem Tangentialbiindel (R3\ {0}) x R3 seien

mi(t) =

die Gesamtenergie,

der Drehimpuls und
Gm?M? x

F(.’L’,'U) = muv XL(.T,U)—FWW
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der Lenzsche Vektor. Entlang der Losungen setzen wir E(t) := E(x(t), #(t)) und definieren analog
L(t) und F(t). Dann existieren die Losungen fiir alle Zeiten falls L(t) = L(0) # 0 und es gilt auch
E(t) = E(0) und F(t) = F(0). Die “Untermannigfaltigkeiten” gegeben durch

M = {(z,v) € (R*\ {0}) x R?| BE(z,v) = E(0,v), L(z,v) = L(zg,v), F(x,v) = F(z0,v0)}
auf denen die Losungen also liegen miissen haben die Form von

Ellipsen falls E(t) = E(0) <0
Parabeln falls E(t) = E(0) =0
Hyperbeln falls E(t) = E(0) > 0.

e Starres Pendel (idealisiert)

Eine Masse m am Ort x(t) € R? sei durch einen masselosen Stab der Linge [ mit dem Ursprung
verbunden. Man spricht von einer Zwangsbedingung |z(t)| = [.
Der Konfigurationsraum ist statt R? jetzt die eindimensionale Mannigfaltigkeit

M={zxeR?||z|=1}=S".

Auf die Masse wirke die konstante Schwerkraft F' = —m g es = const. in Richtung —ey. Aufgrund
der Zwangsbedingung wirkt aber nur der Anteil tangential an M also

mi(t) = F(a(t))
oder mit « € [0, 27)

mléa(t) = —mgsina(t).
Die Losungen existieren wieder global.
Fixpunkte: a(t) = 0 = a(t) = 0 ist ein stabiler Fixpunkt, a(t) = 7 = &(t) = 0 ist ein instabiler
Fixpunkt.

Das Phasenportrait konne wir sofort zeichnen, wenn wir die Gleichung als System erster Ord-
nung schreiben, also als Vektorfeld auf dem R?:

d a ) &
at\ & ) —Isina )
=S

b

Ve
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Fixpunkte und das Phasenportrait spielen eine wichtige Rolle im qualitativen Verstdndnis der
Losungen.

Diese beiden Beispiele sollten lediglich einen Vorgeschmack fiir diejenigen Horer geben, die bisher
keinerlei Kontakt zur klassischen Mechanik hatten. Weiterhin motivieren sie zumindest ein wenig,
warum einerseits Erhaltungsgrofien (und die der Energieerhaltung zugrunde liegende Hamilton-
sche bzw. symplektische Struktur) eine wichtige Rolle spielen und andererseits Mannigfaltigkeiten
(hier S!) als Konfigurationsriume auftauchen.

Abschlielend noch ein paar Literaturvorschlige: Eher mathematische Biicher die begleitend zur
Vorlesung herangezogen werden kénnen sind

e V. Arnold, Mathematical Methods of Classical Mechanics, Springer, Graduate Texts in Mathe-
matics,

o A. Knauf, Mathematische Physik: Klassische Mechnik, Springer-Lehrbuch Masterclass,

e W. Thirring, Lehrbuch der Mathematischen Physik, Band 1, Springer,

e R. Abraham, J.E. Marsden, Foundations of Mechanics, Addison-Wesley.

Im Stile der theoretischen Physik geschrieben sind

e F. Scheck, Theoretische Physik 1, Springer,

e N. Straumann, Klassische Mechanik, Lecture Notes in Physics, Springer.

Aus den genannten Biichern habe ich bei der Erstellung dieses Skriptes vieles iibernommen, ohne
jeweils im einzelnen zu zitieren.






1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

1.1 Mannigfaltigkeiten

Anschaulich gesprochen ist eine Mannigfaltig-

keit ein topologischer Raum, der im ,,Kleinen*

aussieht wie der R™, global aber moéglicherwei-

se eine andere Form (Topologie) hat. Eine ge-

kriimmte Fliche wie im Bild ist beispielsweise

eine Mannigfaltigkeit.

Im Gegensatz zu meiner Vorlesung MaPhy 4 bzw. Analysis 3 betrachten wir im Folgenden ab-
strakte Mannigfaltigkeiten und nicht nur Untermannigfaltigkeiten des R".

Daraus ergeben sich zwei wesentliche Unterschiede:
e M ist nicht mehr in kanonischer Weise mit einer Topologie versehen. Zur Erinnerung: M C R"
tragt die induzierte Topologie, auch Relativtopologie genannt.

e Fiir eine Parametrisierung f : R¥ > U — M ist nicht klar, was Differenzierbarkeit bedeuten
soll, falls M ¢ R™.

1.1 Definition. Karten

Sei M ein topologischer Raum. Eine Karte auf M ist ein Tupel (V, ¢) bestehend aus einer offenen
Menge V' C M und einem Homdomorphismus ¢ : V. — (V) C R™ auf eine offene Teilmenge
©(V) des R™.

Zwei Karten (V1,p1) und (Va,p9) auf M
heiflen vertriglich, falls V4 N Vs = 0, oder
falls die sinngemé&f eingeschrankte Abbil-
dung @1 0 @y ! ein Diffeomorphismus zwi-
schen offenen Gebieten des R” ist.

Die Abbildungen o5 o @' bzw. g 0 ¢!
heifien Kartenwechsel oder Ubergangs-
funktionen.

4
Y

1.2 Definition. Atlas

Ein Atlas ist eine Menge von paarweise vertraglichen Karten (Vj, ;) in den R", die M {iiber-
decken, d.h. M = U;Vj.

Zwei Atlanten heiflen dquivalent, falls je zwei Karten vertréglich sind.

Aquivalenz von Atlanten ist offenbar eine Aquivalenzrelation.
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1.3 Definition. Differenzierbare Mannigfaltigkeit

Ein topologischer Hausdorffraum M zusammen mit einer Aquivalenzklasse von Atlanten von
M heifit differenzierbare Mannigfaltigkeit. Die Dimension dimM der Mannigfaltigkeit ist
gleich der Dimension n des Bildraums R™ der Karten.

1.4 Erinnerung. Topologischer Raum

Ein topologischer Raum ist ein Paar (M, O), bestehend aus einer Menge M und einer Menge O
von Teilmengen von M (genannt ,offene Mengen“) derart, dass

(i) @ und M offen sind,
(ii) beliebige Vereinigungen offener Mengen wieder offen sind,
(iii) der Durchschnitt von je zwei offenen Mengen wieder offen ist.

Ein topologischer Raum (M, O) heifit Hausdorff, falls O Punkte in M trennt, d.h. fiir x,y € M
mit x # y existieren offene Mengen U,V € Omit x e U,y € V und UNV = ().

1.5 Beispiele. (a) Der R", offene Teilmengen des R™ und die Untermannigfaltigkeiten des R
aus MaPhy 4 bzw. Analysis 3 sind differenzierbare Mannigfaltigkeiten.

(b) Beachte, dass wir in Definition 1.3 von einer Einbettung der Mannigfaltigkeit vollig abge-
sehen haben. Beispielsweise ist R/Z ein topologischer Raum und wird mit den Karten

pr=1d[_1 1y und @ =1Id|1)

N

1
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zu einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit, welche diffeomorph zur Kreislinie S! ist. Sie
erbt zwar die Topologie von R, 148t sich aber nicht in R einbetten, sondern nur in R?.

(c) Die n? Elemente einer n x n-Matrix definieren einen Punkt in R™. So lassen sich die n x n-
Matrizen mit R"* identifizieren und itbernehmen dessen Struktur als Mannigfaltigkeit.
Die invertierbaren Matrizen A, also detA # 0, bilden als offene Teilmenge eine Unterman-
nigfaltigkeit, die Gruppe GL(n).

. | M M\ (9,0)
(d) M = {z € R?||x1| = |22|} mit der Relativ-

topologie ist keine Mannigfaltigkeit, da jede

Umgebung von (0,0) € M ohne diesen Punkt / \

in vier statt in zwei Komponenten zerfillt.

Deshalb kann keine Umgebung von (0,0) homomorph auf ein offenes Intervall abgebildet
werden, da die Zahl der Zusammenhangskomponenten unter Homéomorphismen invariant

bleibt.

(e) Die Forderung an die Topologie auf M Hausdorff zu sein ist nicht redundant, d.h. sie folgt
nicht automatisch aus der lokalen Hom6éomorphie zu R".
Beispiel: Sei M = (R\ {0}) U {p1} U{p2} versehen mit den Karten

. B

x falls x # p;
@i R\{0}U{p;} = R, ¢jx)= { 0 fallsx ipj

Py
Dann sind die Kartenwechsel ¢1 o o5 L= o cpl_l = Id|g\{0y zwar Diffeomorphismen,
aber die induzierte Topologie ist nicht Hausdorff: {p1} und {p2} haben keine disjunkten
Umgebungen, da je zwei Umgebungen von 0 € R auch noch weitere Punkte gemeinsam
haben.
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(f) Man kann aus zwei Mannigfaltigkeiten M; und My die Produktmannigfaltigkeit M; x Mo
bilden. Dazu stattet man das kartesische Produkt M; x My zunéchst mit der Produkt-
topologie aus und iiberdeckt es dann mit Produktkarten der Form (Vi,¢1) x (Va,p2) =

(V1 x Va, (01, p2)).

1.6 Bemerkung. (a) Statt Karte sagt man auch oft lokales Koordinatensystem. Die Inverse
-1

¢~ wird auch als Parametrisierung bezeichnet.

(b) Dass M durch eine Aquivalenzklasse von Atlanten und nicht durch einen bestimmten Atlas
definiert ist, stellt eine mathematische Formulierung der , allgemeinen Kovarianz* dar: jedes
taugliche Koordinatensystem ist gleichberechtigt.

(c) Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit hat noch keine metrische Struktur. Abstéinde zwi-
schen Punkten, auch innerhalb eines Kartengebiets, sind noch nicht definiert.

1.7 Definition. Differenzierbare Abbildungen, Immersion, Submersion

Seien M7 und Ms Mannigfaltigkeiten mit dimM; = n; und dimMy = no.

(a) Eine stetige Abbildung f : M; — My heifit p-mal differenzierbar, falls fiir jede Karte ¢
eines Atlas von M; und fiir jede Karte ys eines Atlas von Ms die Abbildung

poo fo gol_l :R™ Dy (Vl N fﬁl(VQ)) — R™

p-mal stetig differenzierbar ist. Wir schreiben dann f € CP(My, Ms).

(b) f: M; — Ms heiBt Immersion oder immersiv, falls f € C! ist, n; < ny und RangD(ys 0
fo gpfl) = n; fiir alle Karten (spéter: falls T'f injektiv)

(c) f : My — My heit Submersion oder submersiv, falls f € C! ist, n; > no und
RangD(pg 0 fo gol_l) = ngy fiir alle Karten (spater: falls T'f surjektiv).

Untermannigfaltigkeiten kénnen wir nun wie in MaPhy 4 bzw. Analysis 3 definieren.

1.8 Definition. Untermannigfaltigkeit

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann heiit N C M eine k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit, wenn eine der drei folgenden dquivalenten Situationen vorliegt:

(a) Zu jedem Punkt z € N existieren eine offene Umgebung V C N von z, ein Gebiet U C R*
und eine immersiver Homéomorphismus

UV,

(= reguliirer Parametrisierung aus MaPhy 4 bzw. Analysis 3)
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(b) Zu jedem Punkt x € N existieren eine offene Umgebung V' C M von z und eine Submersion
F:V — R"F 50, dass
NNV ={yeV|F(y) =0}.

(¢) Zu jedem x € N existiert eine Karte (V) mit

o(y) =(q1,---,q,0,...,0) firalleye NNV.
k

(Vgl. Lemma zum ,,Glattbiigeln®“ aus MaPhy 4 bzw. Analysis 3.)

1.9 Bemerkung. Die Karten aus Definition 1.8 (¢) machen eine k-dimensionale Untermannig-
faltigkeit N selbst wieder zu einer k-dimensionalen Mannigfaltigkeit, indem man die letzten n — k
Komponenten weglésst.

1.10 Beispiel. Sei M = R? dann ist N = {x € M |z = AX2
|x1|} keine Untermannigfaltigkeit, kann aber mit einer N
Mannigfaltigkeitsstruktur versehen werden. Z.B. macht der
Atlas (V = N, : (z1,22) — z1) die Menge N zu einer
Mannigfaltigkeit, welche diffeomorph zu R ist.

N

1.11 Definition. CP-Diffeomorphismus

Fin CP-Diffeomorphismus f zweier Mannigfaltigkeiten M; und M> ist eine Bijektion f : M} —
M, fiir die f € CP und f~! € CP sind. Wenn wir von einem Diffeomorphismus sprechen, ohne p
zu spezifizieren, ist immer p > 1 gemeint.

1.12 Beispiel. Jede Karte (V, ) ist ein Diffeomorphismus der Untermannigfaltigkeit V' C M
auf p(V) C R™.

1.13 Bemerkung. In den Ubungen wird gezeigt: Zwei Mannigfaltigkeitsstrukturen iiber demsel-
ben topologischen Raum M koénnen diffeomorph aber trotzdem verschieden sein. Sie sind genau
dann gleich, wenn die Identitéit auf M ein Diffeomorphismus ist.

Anschaulich ist klar, dass der Rand einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit, falls er glatt ist,
selbst eine Mannigfaltigkeit der Dimension n — 1 ist. Das wollen wir nun prézisieren, indem wir
berandete Mannigfaltigkeiten definieren.

1.14 Definition. Randkarte "1" A TR.,
Seien i
R} :={zx e R" |21 >0} und OR} ={zc€R"|z; =0}. U
Es heifit U C R} offen bzgl. der Relativtopologie, wenn es ein of- a
fenes U C R” mit U = U NR" gibt. Eine Abbildung f : U — R™ ,x

renzierbares f : U — R™ gibt, mit f lv=1.
Fine Randkarte fiir einen topologischen Raum M ist ein Tu-

pel (V, @) bestehend aus einer offenen Menge V' C M und einem
Homdoomorphismus ¢ : V — (V) C R’

”
z
. I/;
b |2
heiflt differenzierbar, falls es ein offenes U C R™ und ein diffe- / /
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1.15 Definition. Mannigfaltigkeit mit Rand

Sei M topologischer Hausdorffraum. Die Struktur einer berandeten Mannigfaltigkeit auf M
wird durch eine Uberdeckung (V;, ;) aus Randkarten gegeben, die wieder im Sinne von Definiti-
on 1.1 vertréglich sind.

Der Rand von M ist

oM = Jo; " (Vi) N ORY) .

N m‘:' {
_\ K\

R 9) Pev) oM

[

1.16 Beispiele. (a) Das abgeschlossene Intervall M = [a,b] ist mit den Karten V; = [a,b),
01z x—a, und Vo = (a,b], p2 : © — b — x, eine berandete Mannigfaltigkeit mit Rand

OM = {a} U {b}.
e s
(b) Das abgeschlossene Einheitsquadrat M =
{x € R?||zy| < 1,|lze] < 1} ist keine
(Unter)-Mannigfaltigkeit mit Rand, da M ?
Ecken hat. Das Innere von M ist als offene M~ ¥4
Teilmenge von R? aber natiirlich eine Man-
nigfaltigkeit.

1.17 Bemerkung. (a) Der Rand OM einer Mannigfaltigkeit ist vom topologischen Rand, wel-
cher von der Einbettung abhingt, zu unterscheiden. So ist der topologische Rand von
OR" C R™ gleich R}, als Mannigfaltigkeit ist OR"} aber randlos.

(b) Eine berandete Mannigfaltigkeit muss nicht kompakt sein (z.B. M = (0, 1]) und eine kom-
pakte Mannigfaltigkeit muss keinen Rand haben (z.B. S!).

1.18 Folgerung. M \ OM und OM sind Mannigfaltigkeiten ohne Rand mit dimM \ M = n und
dimoM =n — 1.

Beweis. Sei (V;, ;) mit ¢; : V; — R’} ein Atlas fiir die berandete Mannigfaltigkeit M. Dann ist

(Vi (M \ OM), wilv,nnonr))

ein Atlas fiir M\ OM. Fiir OM setze U; = V;NOM und ¢; : U; — OR"} = R &, = ¢ily,. Dann
ist (U, ;) ein Atlas fiir M. O
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1.2 Das Tangentialbiindel

Wiéhrend man sich bei Untermannigfaltigkeiten des R™ den Tangentialraum in einem Punkt
x € M noch als in x tangential angehefteten Unterraum vorstellen kann (und sollte), liefert diese
Vorstellung bei abstrakten Mannigfaltigkeiten keine Definition mehr. Man kann aber immer noch
Tangentialvektoren als Aquivalenzklassen von Kurven durch einen Punkt definieren.

Es bezeichne C,, die Menge der C'-Kurven ¢ : I — M mit 0 € I C R offen und ¢(0) = .

1.19 Definition. Tangentialvektoren und der Tangentialraum

(a) Ein Tangentialvektor v an eine Mannigfaltigkeit M im Punkt = € M ist eine Aquivalenz-
klasse [c], von Kurven ¢ € C,, wobei zwei Kurven ¢; und ¢z in C, #quivalent heiflen, falls
in einer (und somit in jeder) Karte (V,¢) mit z € V gilt:

Slpoe)t)|_ = Swoe))

dt =0 dt t=0

n

M T 124
—_— > Z\/
1T

ol
s (Poc) It=o

(b) Die Menge T, M der Tangentialvektoren an M in x heifit der Tangentialraum an M in x.
Fiir jede Karte (V, ) mit € V ist die Abbildung

d
To: T, M — R", [c]e — &(gooc)(t) o
eine Bijektion. Die durch T auf T, M induzierte Vektorraumstruktur ist unabhéngig von
 und macht T, M somit in natiirlicher Weise zu einem reellen Vektorraum mit dim7, M =
dimM. (Beweis in den Ubungen)

1.20 Bemerkung. (a) Jede Karte (V, ) fiir M mit x € V liefert einen Vektorraum-Isomorphismus
von T, M und R". Es hat v € T, M beziiglich ¢ die Komponenten v; definiert durch

d n
&@P 0cy)(t)t=0 = ; V;i€;

wobei (e;) die kanonischen Basisvektoren des R™ bezeichnen. Die Komponenten v; hingen
natiirlich von der Karte ¢ ab.

(b) Da es in M kein ausgezeichnetes Koordinatensystem (also keine ausgezeichnete Karte) gibt,
gibt es in T, M auch keine ausgezeichnete Basis und daher auch kein natiirliches Skalarpro-
dukt.

10



1.2 Das Tangentialbiindel

1.21 Definition. Tangentialbiindel

Das Tangentialbiindel T'M von M ist die Vereini-
gung der Tangentialrdume TN

TM = | ({z} x T.M) .
zeM

Wir schreiben Punkte in 7'M als Tupel (x,v) mit
x € M und v € T, M. Die Projektion der Tangenti-

alvektoren in T, M auf ihren Fuflpunkt x wird mit /\J;i_/ H
wy - TM — M bezeichnet. Der Tangentialraum o

o ({2}) = {z} x T, M heiBt Faser iiber z € M.

1.22 Beispiel. Fiir M C R" offen kénnen wir T'M in natiirlicher Weise mit M xR" identifizieren.

Da M xR™ als Untermannigfaltigkeit von R?” eine Mannigfaltigkeit ist, konnen wir 7'M in diesem
Fall in natiirlicher Weise mit der Struktur einer Mannigfaltigkeit versehen.

1.23 Definition. Die Tangentialabbildung
Sei f € CY(My, My). Die Tangentialabbildung

Tf : TM1 — TM2
bildet den Punkt (x,[c]) € TM; auf den Punkt (f(x),[f oc|]) € TMsy ab, also in Kurzform
Tf(lca) = [fod)-

“4
_ M, Joc
(&
)

Bemerkung: Es ist klar, dass f Kurven ¢ in M; auf Kurven f o c in Ms abbildet. Man {iberlegt
sich leicht (Ubungen), dass dquivalente Kurven durch = € M; auf dquivalente Kurven durch
f(z) € Mj abgebildet werden und, dass 7'f als Abbildung von T, M; nach T},)Ma linear ist.

1.24 Bemerkung. Tangentialraum einer Untermannigfaltigkeit

Ist N Untermam}igfaltigkeit von M, so ist T, N Unterraum von T, M. Die Elemente von T,N
entsprechen den Aquivalenzklassen von Kurven in M, die Vertreter ganz in N haben.

Ist N lokal durch eine Immersion f (vgl. Definition 1.8 (a)) gegeben, soist T, N = Bild T'f ’Tf—l U
Ist N lokal durch eine Submersion F' (vgl. Definition 1.8 (b)) gegeben, so ist T, N = Kern T'F|1, ps.

1.25 Definition. Das Tangentialbiindel als Mannigfaltigkeit

Wir versehen das Tangentialbiindel T'M mit der Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit
der Dimension 2n, indem wir es mit dem natiirlichen Atlas iiberdecken: Sei A = (V;, ;) ein
Atlas von M, dann ist

TA:=(TV;,Ty;)
ein Atlas von T'M. In diesem Fall wird die Topologie auf TM durch die Karten T'¢; definiert.

11



1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

1.26 Bemerkung. Das Tangentialbiindel an die Mannigfaltigkeit entspricht in der klassischen
Mechanik dem Orts-Geschwindigkeits-Raum, d.h. ein Punkt p € TM, p = (z,v) liefert ein Tupel
aus Ort x = myp und Geschwindigkeit v € T, M. Spéter werden wir sehen, dass die Lagrange-
funktion der klassischen Mechanik auf dem Tangentialbiindel lebt.

1.27 Bemerkung. Lokal ist T'M diffeomorph zu M x R", denn jede Biindelkarte liefert ja
einen solchen lokalen Diffeomorphismus:

To;: TM DTV, = T (TV;) = ¢;i(V;) x R" C TR".
Global muss T'M nicht diffeomorph zu M x R" sein.

1.28 Definition. Parallelisierbarkeit

Gibt es einen Diffeomorphismus ¢ : TM — M x R™ so, dass ¢|p,a : ToM — {z} x R fiir alle
x € M ein Vektorraum-Isomorphismus ist, so nennt man M parallelisierbar bzw. T'M trivia-
lisierbar, denn dann lassen sich die Tangentialrdume an verschiedenen Punkten identifizieren:

.M & {z}xR* & {y}xR" & T,M.

Diese Identifizierung ist aber nicht kanonisch, sondern héngt von der Wahl der Trivialisierung ¢
ab.

1.29 Bemerkung. Kettenregel
Fiir differenzierbare Abbildungen f : M; — Ms und g : Ms — M3 gilt die Kettenregel

T(gof)=TgoTf.

Beweis. T(go f)([clz) = [g0 foclgop)y =T9([f oclp)) = Tg(Tf([c]z))- O

1.30 Definition. Vektorfelder

Eine CP-Abbildung X : M — TM mit mp; o X = idys heifit CP-Vektorfeld und die Menge der
C>-Vektorfelder bezeichnen wir mit 73 (M).

Ein Vektorfeld ist also eine Abbildung, die an jedem Punkt der Mannigfaltigkeit einen Tangen-
tialvektor auswéhlt.

Der Sinn der Notation 73 (M) wird spiter klar werden. Ein erster Hinweis sei, dass man in der
Physik auch von 1-fach kontravarianten Tensoren spricht.

1.31 Bemerkung. Die Forderung mys o X = idjs bedeutet in einer Biindelkarte von T'M, dass
X 1z~ (x,v(z)). Oft erwéhnt man deshalb nur den Vektoranteil v(z).

1.32 Bemerkung. T'M ist genau dann parallelisierbar (d.h. trivialisierbar), wenn es n C1-
Vektorfelder Xy, ..., X,, gibt, so dass (Xi(z),...,X,(x)) fir jedes x € M eine Basis von T, M
ist. (Beweis in den Ubungen).

1.33 Definition. Der Push-Forward

Ein Diffeomorphismus ® : M; — Ms erlaubt es, Vektorfelder auf M; auf Vektorfelder auf My
abzubilden. Die Abbildung

O, THM) = Tg (M), X—=®X=TdPoXod !

12
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heilt der Push-Forward und 148t sich durch folgendes Diagramm leicht verstehen:
MY M
X }0.X

TM1 — TM2 .

1.3 Tangentialvektoren als Derivationen

Gegeben einen Tangentialvektor v € T, M am Punkt x € M, so kann man die Richtungsableitung
einer Funktion f € C1(M,R) =: C'(M) am Punkt = durch

o)) = H o) o

definieren, wobei ¢, eine v definierende Kurve ist. Dies ist nichts anderes als die Anwendung der
Tangentialabbildung von f

Tf:TM —TR , (z,v) = (f(z),v(f)(2))
in der natiirlichen Karte (R x R,id) fiir TR.

In einer Karte (V, ) fiir M mit z € V und ¢ := ¢(z) ergibt sich

W) = H(Foe) Blo = S (fou o woe) W

n 0wl n 1

~ O @ a(cpocv)i(o) B i=1 9ai Z
= vi(@_l(q));qif(so_l(q»-

=1

In diesem Sinne kénnen wir also Tangentialvektoren als Differentialoperatoren erster Ordnung

auffassen, und jede Karte (V, ) liefert fiir 2 € V' eine Basis (8%7 e %) des Tangentialraums

T, M, die so genannte natiirliche Basis, beziiglich derer v € T, M die Darstellung
n
0
v(x) = vi(x)=—
@) =3 )y,

hat. Setzt man ©; := v;00 ! und fi= fop~! soist die Wirkung von v auf Funktionen f € C'(M)
in dieser Karte durch

o(F) (e (0)) = qu);qif(q)

=1

gegeben. In der Praxis verwendet man oft die verkiirzte Notation

in welcher der Diffeomorphismus ¢ nicht mehr explizit gemacht wird.
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1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

1.34 Definition. Lie-Ableitung einer Funktion
Sei X € Tyt (M) ein Vektorfeld, dann heifit die Abbildung Lx : C1(M) — C°(M) mit
[ Lx(f)y) = Xy()y) = IoTfoX

die Lie-Ableitung von f bzgl. X. Hier ist I : TR = R x R — R die Projektion auf den zweiten
Faktor. Im Kartenbereich einer Karte (V, ) mit X (z) = (z,v(z)) gilt wieder

n -
_ . O0f
Lx(f) (¢ (q) = ZW(Q)@(Q)-
i=1 ¢
Die Lie-Ableitung einer Funktion f in Richtung eines Vektorfeldes X ist also diejenige Funktion,

die man erhélt, indem man an jedem Punkt der Mannigfaltigkeit die Richtungsableitung von f
in Richtung X bildet.

1.35 Proposition. Eigenschaften der Lie-Ableitung

Die Lie-Ableitung hat die folgenden Eigenschaften:
(a) Lx(f+9) = Lx(f) + Lx(g) ¥ f.geC(M)
(b) Lx(f-9) = fLx(9) +gLx(f) V¥ f,geC'(M)
(¢) Lax+py(f) = aLx(f)+BLy(f) Vf,a,BeC' (M)

Beweis. Ubungen. OJ

1.36 Bemerkung. Derivationen
Eine Abbildung L : C*°(M) — C°°(M) mit den Eigenschaften
() L(af +9) = oLf + Lg
(ii) L(f-g) = fLg+gLf
fiir alle f,g € C*°(M) und « € R heifit Derivation. Jede Derivation L bestimmt ein eindeutiges

Vektorfeld X € 73 (M) mit L = Lx. Man kann Tangentialvektoren deshalb auch als Derivationen
statt als Aquivalenzklassen von Kurven definieren.

1.37 Bemerkung. Sei ® : M; — M ein Diffeomorphismus, f € C°°(Ms) und X € T (M;). Da
das Diagramm

M 2 M

X1 . X
v, 1% o, HoTR
nach Definition von ®,X kommutativ ist, folgt
Lx(fo®) = IoT(fo®)oX=T0TfoTPoX=10Tfod,Xod
= Lo.x(f)o®.
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1.4 Fliisse auf Mannigfaltigkeiten

Genau wie die Vektorfelder auf R™ definieren auch Vektorfelder auf Mannigfaltigkeiten zugehorige
Differentialgleichungen:

Sei I C R ein offenes Intervall und w : I — M eine glatte Kurve in M. An jedem Punkt u(t) € M
hat u den Tangentialvektor

wt) = [u(- = D]u@) = (Tuoe)(t) € TypM,
wobei e : I — T, t — (t,1) das Einheitsvektorfeld auf I ist.

1.38 Definition. Eine Kurve u € C;(I, M) heifit Integralkurve an das Vektorfeld X € 7, (M),
falls auf I gilt
t = Tuoe = Xou. (%)

Im Diagramm sieht das so aus:

I X M

U

el e I X
Tu
TI — TM

In einer Karte ¢ mit

uy () @ Q1 v1(q)
pou:tr : und PxX : — : ) :

hat (%) die tibliche Form (man wende auf beiden Seiten T'¢ an)

ﬂj(t):Uj(ul(t),...,un(t)) ,7=1,...,n,

einer Differentialgleichung erster Ordnung auf dem R". D.h. wir kénnen zumindest lokal die
Theorie aus dem R™ iibertragen.

1.39 Erinnerung. Sei
X:R"DU—-R"
ein Vektorfeld auf dem R™. Dann gelten folgende Implikationen:
(a) Ist X stetig, so existieren lokale Losungen (Satz von Peano).
(b) Ist X lokal Lipschitz-stetig, so sind die Losungen eindeutig (Satz von Picard-Lindelof).
(¢) Ist X in CP(U,R"™) so ist die Losung u : (t,z9) — u(t,zp) eine p-mal differenzierbare
Funktion der Anfangsdaten, d.h. u(¢,-) € CP(U) fiir alle ¢t im Existenzintervall.

1.40 Satz. Existenz, Eindeutigkeit und Differenzierbarkeit lokaler Lésungen

Sei X € T (M) ein C*®-Vektorfeld auf M. Fiir alle x € M \ M existieren dann ein € > 0, eine
Umgebung U von x und eine Abbildung

O:(—e,e)xU — M
(t,xg) +— @(t,zo) =: u(t,xo),

so, dass

15



1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

(a) fiir jedes zg € U ist t — u(t,xo) eine Integralkurve von X durch zg, also & = X ow und
u(0,z0) = o,
und
(b) fir jedes t € (—¢,¢) ist ®¢ : U — M, xg — Pi(x0) := P(t, x0) ein Diffeomorphismus von U
auf eine offene Teilmenge von M .

Beweis. Die Aussagen folgen sofort aus den entsprechenden Resultaten auf dem R™ wenn man
sich auf eine Karte (V, @) mit 2 € V einschrinkt.

Teil (a) wurde in MaPhy 3 bzw. Analysis 2 fiir den R™ bewiesen.

Teil (b) ist selbst fiir den R™ etwas aufwendig und wir skizzieren das Argument hier nur: Die
Bijektivitdt von ®, : U — &4(U) folgt aus der Eindeutigkeit der Losung, die Stetigkeit kann man
z.B. zeigen, indem man die Picard-Lindelof-Kontraktion auf C([—4, §] x U) durchfiihrt. Differen-
zierbarkeit ist aufwendig: man zeigt direkt Konvergenz des Differenzquotienten und verwendet
das Lemma von Gronwall.

Um schlief8lich zu zeigen, dass ®; ein Diffeomorphismus ist, verwendet man den Umkehrsatz. Man
muss also zeigen, dass det D®; # 0 oder dquivalent, dass %&io), 7 =1,...,n, linear unabhingig
sind. Differentiation von u(t, zo) = X (u(t, o)) liefert

0 0

— [ =—u(t = DX (u(t - ——uf(t

o7 (Goutt.an) ) = DXulta0) - 5utt,z0)
Also lssen die %(t), j =1,...,n, alle dieselbe lineare Differentialgleichung. Da %(O,xg) =
g;o(; = ¢; fiir t = 0 linear unabhéngig sind, sind sie es fiir alle Zeiten. O

Nun kann man genau wie im Fall von M C R"™ offen auch fiir allgemeine Mannigfaltigkeiten M die
eindeutige Existenz einer maximalen Losung zeigen, welche notwendigerweise jedes Kompaktum
verlassen muss.

1.41 Satz. Existenz und Verhalten maximaler L6sungen
Sei X € TgH(M).
(a) Dann existiert zu jedem zo € M \ OM eine eindeutige maximale Losung u : I, — M von
4 = X owu mit I, C R ein offenes Intervall und u(0) = zp. Die Menge D := {(t,x0) €
R x M |t € I,;,} ist offen und ®X : D — M, (t,70) — u(t, o) heiit der maximale Fluss.
(b) Sei zg € M und I, = (t~ (z0),t"(z0)) mit t*(z9) < co. Sei K C M \ OM ein Kompaktum.
Dann gibt es ein 0 < 7 < t* () so, dass

u(t,xg) € K fiir alle ¢ € (7,t"(x0)) .

1.42 Bemerkung. Existiert die Losung nicht fiir alle Zeiten, so verlasst sie zumindest jedes
Kompaktum. D.h. sie lauft entweder in endlicher Zeit nach Unendlich oder sie trifft den Rand
von M.

1.43 Definition. Globale Fliisse und vollstindige Vektorfelder

Ist I, = R fiir alle z¢g € M, ist also <I>tX : M — M fiir alle t € R ein Diffeomorphismus, so nennt
man ® einen globalen Fluss und X € 7' (M) vollsténdig. Es gilt dann offenbar

X X _ 75X
¢t1 © (I)tQ - (I)t1+t2 ’ (*)

die ®;¥ bilden also eine einparametrige Gruppe von Diffeomorphismen. Gilt () nur fiir geniigend
kleine Umgebungen jedes Punktes und geniigend kurze Zeiten, so heifit ® ein lokaler Fluss.
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1.44 Korollar. (zu Satz 1.41) Sei M kompakt und ohne Rand und X € 73 (M). Dann ist ®;¥
ein globaler Fluss und X ist vollsténdig.

1.45 Beispiel. Konstantes Vektorfeld auf R”

Sei M = R*, L = (q1,...,qn) — ((q1,...,qn), (v,0,0,...,0)). Dann ist ®* ein globaler Fluss
gegeben durch die lineare Stréomung

(DL(ta Q) = (Q1 +vt7QZ7 o 7Q’n) .

Wie bereits in der Einleitung angedeutet, hat jeder Fluss ®¥ lokal in geeigneten Koordinaten die
Form der linearen Strémung, aufler an den Fixpunkten, wo X = 0 ist.

1.46 Satz. Normalform des Flusses aulerhalb der kritischen Punkte

Sei X € ToH(M) und z € M mit X(x) # (x,0). Dann existiert eine Karte (V,¢) mit € V so,
dass

s X(q1, -, qn) = ((q15 -+, qn),(1,0,...,0)) fiir alle g € p(V).

Insbesondere gilt: Sei ®7(q) = (q1+t, g2, - . ., ¢n) die lineare Stromung auf R™ mit Geschwindigkeit
1, also der Fluss zu ¢, X, dann ist

o = odtop

1

lokaler Fluss von X, denn mit L = ¢, X =T o X o ™" ist
d X X -1 L
Eq)t (rg) = TP (xg)oe=Typ ~oTP"(q)0e

= Ty 'oLod"(g)=Xop 'od(g)=Xo0®¥(x).

v q2, -, Qqn

Beweis. Da X(x) # (z,0), gibt es eine Kar-
te (V1,v) mit ¢(x) = 0 € R” und ¢, X(0) =
(1,0,...,0). Da 9. X € T(¥ (V1)) stetig ist,
gibt es eine offene, relativ kompakte Umgebung
Uz C (V1) von 0 so, dass auf ihr die erste Kom-
ponente des Bildes von X grofler als % ist, also
(.X)1(q) > 1 fiir alle ¢ € Us.

Strategie: Interpoliere die Vektorfelder ¢, X auf U C Uz und L auf U3 zu L auf ganz R". Zeige
dann, dass L und L diffeomorph sind, es also einen Diffeomorphismus € : R" — R" gibt mit
Q.L = L. Dann ist ¢ = Qo9 die gewiinschte Karte, da ¢, X = Q.. X = L auf V = ¢~ 1(U).

Sei U C U offen mit 0 € U und f € C*°(R™) mit

|1 falls ¢geU
f(q)_{o falls ¢ € US

und 0 < f(g) < 1. Dann definieren wir das interpolierende Vektorfeld durch

L=fp.X+(1-f)LeT(R".
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1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

Es erfiillt L eine globale Lipschitzbedingung und der zugehorige Fluss @f existiert global. Wir
zeigen nun, dass

Q= lim %, o ®F

t—o00

existiert und ein Diffeomorphismus ist, der
Q.L=1L

erfiillt.

Da (@f(q))l >q +% t, verlidsst jede Integralkurve nach endlicher Zeit Us. Auf kompakten Mengen
K C R"™ wird deshalb der Limes

lim @0 ok =k ok
schon fiir endliche Zeiten 7 > 7(K') angenommen. Somit ist 2 wohldefiniert und ein Diffeomor-
phismus und es gilt
Qodl = lim dX 0 dLodl = lim dfodt _,0dL, = ®Loq.
S$—00 $§—00

Die Fliisse &~ und ®L sind also diffeomorph. Fiir festes ¢ € R™ und § = Q(q) fassen wir (®F o
2)(q) = (2o ®F)(q) als Kurve in R” auf und leiten nach t ab. Einerseits ist

d d - -
S@Fo)g) = LOHD) =LodE(@)=Lod} o0,

und andererseits

d - - 5 -
a(QoétL)(q) = T(QodF)(g)oe = TQoTd® (g)oe = TQoLodE(q)

= TQoLoQ lodfoQ(q) = QULodfoQ(g)

Da © und ®} als Diffeomorphismen insbesondere surjektiv sind und da g beliebig war, liefert
Vergleich der beiden Ausdriicke, dass 2, L = L auf ganz R". O

1.47 Bemerkung. Linearisierung eines Vektorfeldes an einem Fixpunkt

AuBler an Fixpunkten ist also jeder Fluss lokal diffeomorph zur linearen Strémung. Das lokale
Verhalten in der N#he eines Fixpunktes 148t sich durch Linearisierung des Vektorfeldes an
diesem Punkt ermitteln.

Sei X € TgH(M) und z¢p € M mit X (xg) = (z0,0). In einer Karte ¢ mit ¢(x¢) = 0 gilt dann

Xo(q) = X,(0)+DX,(0)q+o(lgl) = DX,(0)q+O(ql?),
=0

wobei wir X,(q) := (I o ¢.X)(q) abkiirzen. In der Ndhe von ¢ = 0 reicht es also, das lineare
Vektorfeld X,(q) = DX,(0)g zu betrachten. Der Typ des Fixpunktes wird dabei durch die
Eigenwerte von DX (0) und deren geometrischer Vielfachheit bestimmt. Diese hdngen nicht von
der Karte ¢ ab, da DX,(0) und DX, (0) fiir verschiedene Karten ¢ und ¢ #@hnliche Matrizen
sind (Ubungsaufgabe).

Wir wollen die méglichen Typen hier nur am Beispiel n = 2 illustrieren:
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a) DX(0) diagonalisierbar und
(a)
(1) M, A2 >0 (i) Adi, A2 <0 (iii)) Ay >0, <0:

|
\T)_ N s ‘.zl\.

3

‘[{\' ')1\‘ ‘&If'

(b) DX(0) hat zwei komplexe Eigenwerte A/, = a &b, also z.B. DX (0) = < a =b >:

(i) b>0,a=0: (i) b> 0,a >0 : (iii) b > 0,a < 0 : e
4 A d
T WY

(c) Ein reeller Eigenwert der geometrischen Viel-

fachheit 1, also DX (0) = < (1) 1 ):

?

L

(Eigenwert —1 analog). -
(‘

1.5 Tensoren

1.48 Erinnerung. Dualraum
Ist V' ein reeller Vektorraum der Dimension n € N, so ist sein Dualraum V* definiert als
der Raum der linearen Abbildungen von V nach R. Auch V* ist ein reeller Vektorraum der
Dimension n. Die Elemente von V* heiflen lineare Funktionale und fiir v* € V* und u € V
schreiben wir

v (u) =: (v, u) =: (v u),
auch wenn es sich bei der sog. natiirlichen Paarung (v*,u) nicht um ein Skalarprodukt handelt.

1.49 Definition. Kotangentialraum

Sei M eine Mannigfaltigkeit und = € M. Der Dualraum 7Ty M des Tangentialraums 7, M heift
Kotangentialraum von M im Punkt z. Seine Elemente heilen Kotangential- oder Kovek-
toren bzw. auch 1-Formen.

1.50 Bemerkung. Ein Skalarprodukt (-,-) auf einem Vektorraum V induziert eine natiirliche
Identifikation von V' mit V*, ndmlich V' 3 v + (v,-) € V*. Auch ohne Skalarprodukt gilt zwar
dim V* = dim V', aber es gibt keinen kanonischen Isomorphismus.

1.51 Beispiel. Das Differential
Fiir f: R” — R fasst man den Gradienten V f(z) oft als Vektor auf. Ohne weitere Struktur ist
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1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

aber das Differential einer Funktion zunéchst eine 1-Form, d.h. ein Kovektor:
Fiir f € C*°(M) ist die Tangentialabbildung

Tfle: ToM — TyyR =R

linear also T'f|; € T M. Diese Abbildung wird auch mit df|, bezeichnet, das Differential oder
die duflere Ableitung von f.

Wie zu Beginn von Abschnitt 1.3 erklért, ist die Anwendung von df|, auf einen Tangentialvektor
v € T, M einfach die Richtungsableitung der Funktion f an der Stelle x € M in Richtung v. Fiir
v = [c] gilt also

Afle(o) = LHe®)limo

Man kann sich also in der natiirlichen Paarung (df,v) vorstellen, dass df als 1-Form auf den
Vektor v wirkt oder umgekehrt v als Derivation auffassen, die auf der Funktion f operiert.

1.52 Bemerkung. Koordinaten 1-Formen

In einer Karte (V,¢), ¢ : M DV — R" = +— ¢(z) = ¢ kann man ¢; fir ¢ = 1,...,n, als
Funktionen ¢; : V — R, z — ¢(x); = ¢;(x) auffassen. Die zugehorigen Koordinaten 1-Formen

dgil, € TxXM, i = 1,...,n, bilden eine
Basis des Kotangentialraums 7y M, denn ¢o =const. M
gemifl Abschnitt 1.3 gilt a.y,
N [/
ina>ZQi:5i'- * —
( 8(]]' aqj J ( ) AN 8(11
Es heifit (dg;)i=1,..,» auch die natiirliche '.g
' q1 =const.

Basis von Ty M . Sie ist wegen (*) dual zur
natiirlichen Basis (%)izl,---m von T, M.

Es gibt zwar keine natiirliche Identifikation von T, M mit dem Dualraum 7 M, aber mit dem
Bidualraum 7;*M: Sei v € T, M dann ist

1

1.53 Bemerkung. Der Bidualraum

by :ToM — R, u*— ly(u") = (u*,v)

linear und somit ¢, € T;*M. Die Abbildung i : T,M — T:*M, v + {,, ist ein Vektorraumiso-
morphismus: ¢ ist offensichtlich linear und da Kern(:) = {0} gilt (man iiberlege sich das), ist 4
injektiv und wegen dim7, M = dim7;*M < oo dann auch surjektiv.

Man merke sich also: Ein Vektor ist eine lineare Abbildung auf Kovektoren und umgekehrt.
Kovektoren verallgemeinert man nun zu ,,Kotensoren“ oder kovarianten Tensoren s-ter Stufe,
indem man sie als multilineare Abbildung

T.MxT,Mx---xT,M—R

—
s-mal

definiert. Vektoren werden zu kontravarianten Tensoren r-ter Stufe verallgemeinert, d.h. zu
multilinearen Abbildungen
ToMx---xToM —R.

r-mal

1.54 Definition. Tensoren
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Eine multilineare Abbildung

t:ToM x -  xToM X TpyM % - x TyM — R

-~

r-mal s-mal
heifit r-fach kontravarianter und s-fach kovarianter Tensor und wir schreiben wieder

*

V], oy Un s U, vs) = (L] U], U UL, )

r
Indem man fiir Tensoren t1 und ¢ sowie aq, g € R
(Oéltl + oty ‘ .. ) = Ozl(tl ‘ .. ) + ch(tz ‘ .. )

definiert, erhélt der Raum der multilinearen Abbildungen selbst eine lineare Struktur. Er wird
mit 7T, M bezeichnet. Insbesondere gilt Tx(l)M =T, M und Tx(l)M =TrM.

Im folgenden betrachten wir zunéchst Tensoren in einem Punkt x € M. Statt T,” M schreiben wir

dann 77 und kénnen fiir den Moment vergessen, dass der zugrundeliegende Vektorraum T = T
ein Tangentialraum an eine Mannigfaltigkeit ist.

1.55 Definition. Das Tensorprodukt
Das Tensorprodukt v1 ®---®v, ®v] ®...®@v; € T} von r Vektoren und s Kovektoren ist durch

7 S

('l)l®"‘®'UT‘®’UT"‘®U;|’LLT,...,U:;Ul,...,us):H(uﬂvi) H(U;’U])
=1 7=1

definiert.

1.56 Bemerkung. (a) Aus der Definition folgt, dass ® distributiv ist,
] ® (v +v3) =V ® Uy + v Q3.

Es ist also
LT /! 4!
®: T, x s/—>TS+S,

eine assoziative, distributive aber nicht kommutative Abbildung. Hier ist fiir ¢; € T, und
to € TST//

* * . _
t1 @to (Uy, .. Up s UL, ey Ushyr) =

* *, * * X
= ti(ul, . uput, ) (U gy U U1y e Ugp?) -

(b) Nicht jeder Tensor lafit sich als Tensorprodukt von Vektoren schreiben. Seien e und e;
Basen in 7Y bzw. Tol, so kann man aber ¢ € T}, eindeutig darstellen als

b= > T e e e, 0 0@ )
(),(4)
In der Summe laufen alle Indizes i1, ...,is und ji,..., . von 1 bis n. Die Tensoren
6j1®-..®€jr®621®...®62;, Ulyeeeslgy Jlyevesdr =1,...,M

bilden eine Basis von 77 und der Raum 77 hat die Dimension n**".
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1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

Beweis. Es seien (b]) und (b;) die jeweils zu (e;) und (e;) dualen Basen, also

1 wenni=j

bj(ei) = 51 und €; (b]) = 52']' = { 0 wenn i 7&]

Da man lineare Abbildungen nur auf einer Basis festlegen muss, sind die dualen Basen
eindeutig. Setzt man nun

FI (BB b b))

i1ls Ji’ >

so gilt () auf Elementen der Form (b3 ,...,b7 ,bi;,...,b;,) und wegen Multilinearitét auf

* *
allen (uj,...,ul,ui, ..., us). O]

Die Komponenten tzllf: eines Tensors t bezeichnet man in der Physik oft als Tensoren. Bei
den Komponenten verwenden wir die iibliche Schreibweise Vektorindizes oben und Kovek-
torindizes unten zu stellen.

1.57 Definition. Das duflere Produkt und die alternierenden Formen

(a)

22

Das duflere Produkt (oder Keil-Produkt) v A -+ Avf € T von k Kovektoren ist durch
(07 A A |, k) = det (] | )

definiert.
Aufgrund der Eigenschaften der Determinante ist klar, dass v] A --- A v} eine alternierende
k-Form ist, d.h. die Vertauschung zweier Argumente fithrt nur zu einem Vorzeichenwechsel:

(VI A AN U, Uy Uy ) = — (U A AL UL, Uy Uy, U)
Analog sieht man sofort, dass auch
VI A AUT A AT A Avg = =07 A AUT A Aof A A

gilt. Insbesondere liefert also die Permutation der Faktoren im &dufleren Produkt nur ein
Vorzeichen.

Ist (e;) j=1,...,n €ine Basis von T™, so bilden die Elemente der Form

e;fl/\~--/\e;fk mit 1<j;<---<jpr<n
also eine Basis des Raumes A;, C T,? der alternierenden k-Formen. Man verwendet aber
iiblicherweise die Darstellung

1
w= EZ Wiy, €5y N A€,
(@)

mit antisymmetrischen Koeffizienten wj;...;, , also
Wrr(iy)--m(ig) — SEN(T) Wiy iy

fiir alle Permutationen 7 € Si. Die Normierung % stellt sicher, dass

1
= — . eX cee — . .eX . *
w= 7l g Wigeig €4, N N e = E Wiy iy €4, N N e,
T () 1<t <ig<--<ip<n

gilt, die Koeffizienten also in beiden Darstellungen einheitlich sind.



1.5 Tensoren
1.58 Bemerkung. Die Projektion Py in T,? auf Ay lasst sich explizit schreiben als

1
(Pit) (un, ) = 23 > sen(m) Hunqay, s iney) -

TES

Der Zusammenhang zwischen Tensor- und Keil-Produkt ist dann
VIA- - Av =Kkl P(v] @ - @) .
Also kann man auch das duflere Produkt fortsetzen zu

/\:AkXAp — Ak+p

k+p)!
(wi,w2) = wiAwg:= ( k!p!) Py (w1 @ws).
Es hat die folgende Eigenschaften

(w1 Awz) Aws = wi A (w2 Aws) (Assoziativitét)
w1 twy) ANwg = wi Aws~+ws Aw
(W1 +wp) Aes PO TR (Distributivitit)
wl/\(wg—i—wg) = w1 NAwo+wi Aws

w1 ANwy = (_1)kp wo A\ w1

fiir jeweils geeignete w1 ,ws , w3 .

1.59 Erinnerung. Eine alternierende k-Form w definiert ein signiertes “Volumen” welches von
k Vektoren vy, ...,v; in T, M aufgespannt wird via

w(vl, Ce ,?}k) = VOlk(Ul, ceey Uk) .

Dabei ist “Volumen” so zu verstehen, dass fiir £ = 1 eine Lénge, fiir £ = 2 eine Fliche und fiir
k = n eben tatsdchlich ein Volumen gemeint ist.

1.60 Definition. Metrischer Tensor

(a) Ein Tensor g € TY der symmetrisch ist, also
g(u,v) = g(v,u) fiir alle u,v € Ty
erfiillt, und positiv definit ist, d.h.
g(v,v) >0 fiir alle v £ 0,

heiit metrischer Tensor und definiert durch (u|v), := g(u,v) ein Skalarprodukt auf Tj.
(b) Ein Tensor g € T mit der Eigenschaft

glv,u) =0 YueT,) = v=20 (*)

heifit nicht entartet. Auch in diesem Fall schreiben wir (v|u), := g(v,u), auch wenn es
sich im allgemeinen dann nicht um ein Skalarprodukt handelt.

Beispiele fiir (b) sind Pseudometriken (g symmetrisch und nicht entartet) oder symplektische
Formen (g alternierend und nicht entartet).
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1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

1.61 Bemerkung. Mit Hilfe eines nicht entarteten g € 7% kénnen 7y und 7} kanonisch identi-
fiziert werden:

Fiir v € T ist die Abbildung
W]y : Ty = Rouws (v|u)y = g(v,u)

linear und somit in Tlo. Die Abbildung

*

To =T, ve (v])g=tv
ist linear. Thr Kern enthélt wegen (%) nur die Null und sie ist somit bijektiv.

1.62 Definition. Der Indexkalkiil

Sei (€j)j=1,....n Basis von T} und es bezeichne ab jetzt immer (ei)izl’_,_m (Index hochgestellt!) die
duale Basis von 77 definiert durch

1 wenni=j
0 wenn i #j

e'(ej) = 0ij = {

Beziiglich dieser Basis hat beispielsweise ein metrischer Tensor g € 7Y die Komponenten 9ij

n
g = Z gijei®ej = gijei®ej,
ij=1
wobei im rechten Ausdruck nach der Einsteinsche Summenkonvention iiber gleiche Indizes
summiert wird. Um sicherzustellen, dass man die Komponenten von Vektoren bzw. Tensoren
und die Basisvektoren bzw. Basiskovektoren nicht durcheinander bringt, stellt man die Indizes
bei Komponenten von Vektoren hoch und bei den Basisvektoren tief. So schreibt man fiir einen
Vektor u € Ty dann die Basisdarstellung bzgl. (e;) als

u=u'e;.

Es bezeichnet v also die i-te Komponente von u bzgl. der Basis (e;). Fiir Kovektoren kehrt man
die Konvention um. Das liefert einen eleganten Kalkiil der einem das Rechnen in Komponenten
vereinfacht. Sind u,v € TO1 mit v = u"e, und v = V"¢, und u* € Tf mit v* = u,e™ so gilt
beispielsweise

(a) u*(v) = upe™(V"ep,) = upve™(ey) = upv™

(b) (u]v)g = g(u,v) = gij (6i®ej)(umem,v”en) = giju™ " ei(em) ej(en) = gij wvd = U™ gpn "

(¢) v* := (u|-) hat mit (a) und (b) also die Basisdarstellung u* = u,e™ mit Komponenten

Up = U Gmn.-

d) Mit ¢g" bezeichnet man die zu g¢;; inverse Matrix, also
J
979" = 9" gjn = 63, = bin.
Dann gilt in (c) auch u" = u,, g™" und insbesondere ist (e;)* = g(e;, ) = gije’.

Sei A: T} — Ty ein Basiwechsel mit Matrix al bzgl. der Basis (e;)i=1,.., und é; := Ae; = aje; die
neuen Basisvektoren, so transformieren sich die dualen Basisvektoren gemif é' := A~ le! = bie’

wobei b a}; = 6%. Entsprechend transformieren sich die Komponenten eines Tensors wegen

i1 i is _ flily 4 5 sk sk
t=t]T e ® Qe @ @@ =T 6,008 000
geméf
2yl J1 .. Jrpk1 . ks _ 4J1Jr ply-ele g1 0r pla . Iy 11 Lol
Coyoky @y c oo @ b by =t 5T oder G E =t T b bl ag e ag

i1 i1eis
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1.5 Tensoren

1.63 Bemerkung. Hat man ein nichtentartetes g € T3, so identifiziert man oft v und u* = g(u, -)
und nennt u’ die kontravarianten und wu; die kovarianten Komponenten von u, obwohl u; ja
eigentlich die Komponenten von u* sind.

1.64 Definition. Analog liefert ein nichtentartetes g € T: ¥ eine Identifikation aller T mit r+s =
o.Seidazut € TF mit t =t'""7e;, ®-+- Qe el @+ @els, dann ist z.B.

J1---Js
b= t;llii..zjz(eil)*®"'®(€ir)*®631 Q- ®els
- t;i::;ﬁ Gitng * Gin, €1 Q- @M RN Q- @

= . jonin €10 QRN RQ-- e

3

in 79 " s- Allgemein kann man mit g;; und g% also Indizes nach unten bzw. nach oben “ziehen”.

1.65 Definition. Auch auf Tensoren definiert jedes nichtentartete g € 7% eine bilineare Abbil-
dung

(1)g:T5 xTg - R
gegeben durch
<t | £> — fi1r £m1-..m,- Giymy - Gipmy gj1n1 . 'gjsns ]

J1...Js ‘M1

Ist g eine Metrik, so ist (- | -)4 ein Skalarprodukt auf 7. (Ubung: Zeige dies und die Unabhingigkeit
von der Basis).

1.66 Definition. Kontraktion von Tensoren

Durch Kontraktion zweier Indizes, genauer des ¢-ten oberen und des k-ten unteren Index eines
Tensors t € T mit

= @ Be, © @ B

erhilt man einen Tensor t € T;:ll via

n
t:t;ll'.....::i:'.zzeil®"'®éi@®"'®€]1®"'®é‘7k: g (oo, e™ o emy ),
m=1

wobei der Hut iiber einem Faktor dessen Auslassung bedeute und in der Summe e im /-ten
Vektorargument und e,, im k-ten Kovektorargument steht.

Ist t;lllfs nicht symmetrisch jeweils in allen oberen und allen unteren Indizes, so hingt das Er-
gebnis natiirlich davon ab, welche Indizes man kontrahiert.

Fiir t € T} nennt man trt := ¢! die Spur von t. Fiir t € T¢ bzw. t € T3 heifit tr,t = t¥g;; bzw.
try t= tij g% die metrische Spur.

1.67 Definition. Das innere Produkt von dufleren Formen

Das innere Produkt in Aj beziiglich eines nichtentarteten g € TY ist die bilineare Abbildung

ApxAe — Aoy, k>

(w,v) = dyw

definiert durch die Regeln
(i) dpw = (v |w)g fiir w,v € Ay
(ii) 4, (w1 Awg) := (ipw1) Awa + (—1)F1wy Adyws fiir v € Ay und w; € Ay,

(iii) Tl Avy = lup O Ty
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1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

und eben durch Bilinearitéit.

Schreibt man e/t 7% := e/t A--- AelF und w = % Wjy.jp €177k und v = %Vil...ize”'“”, so ist

1

Py — Jide,, . .  pdet1 Tk
W = E'(k o E)'V le"'JZ]lJrl"']ke .

Fiir k = ¢ ist also i,w = (v |w),.

1.68 Definition. Die kanonische Volumenform

Die kanonische n-Form (Volumenform) zu einem nichtentarteten g € Ty ist durch

£:=/|det(gij)| " A2 A Ae

definiert. Sie ist bis auf das Vorzeichen unabhiingig von der Wahl der Basis (Ubung).

Da Ay und A,,_; beide die Dimensionen (Z) haben, kénnen wir auch sie mit Hilfe eines nichtent-
arteten g € T9 identifizieren. Dazu definieren wir Ag = T3 := R.

1.69 Definition. Der Hodge-Operator

Die lineare Bijektion

*:Ak — An,k,

W kW = 1€
heiflit Hodge-Dualitéit und * der Hodge-Operator.

1.70 Bemerkung. Eigenschaften von * und ¢

(i) Die Koeffizienten von ¢ haben die Form

S 0 falls j; =g fir 1#k
Sivein T sgnr /g falls (G, ...y gn) = (1. ,n)

wobei g = det(g;;) .

(ii) Fir 1 € Ao ist
¥l =q1e:=¢.

Umgekehrt gilt

HE =M€ = gy iy Eigeniy 9 g0
= gl & Z sgn(m)sgn(r’) g™ W™ M) .. gr(m' ()
w,m'€Sp
— g s
= |gldetg™! = L =: (-1)*,
9l
wobei s fiir eine Metrik g offenbar Null ist.
(i) Tst g symmetrisch, so gilt * o |5, = (—1)F(=R)Fsid, . (Ubungsaufgabe)

(iv) iy * W = Gyiwe = Gwrve = *(W A V)
1.71 Beispiel. Sei TO1 = R? mit der euklidischen Metrik gij = 0i;. Dann ist g = 1, s = 0 und
%0 x|y, =1dy, fiir alle k =0,...,3. Die *-Bilder der Basisformen sind
k=0,3: 1« dg; Adge Adgs
k=1,2: (dg,dg,dgs) <— (dg* Adg? dg® Adg',dg" Adg?)
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1.5 Tensoren

Nun fassen wir die Tensorrdume in einzelnen Punkten wieder zu Biindeln zusammen. Beim Tan-
gentialbiindel liefert uns die Tangentialabbildung eine Biindelkarte . Beim Kotangentialbiindel ist
das Analogon der Pull-back:

1.72 Definition. Das Kotangentialbiindel

Das Kotangentialbiindel 7*M von M ist die Vereinigung der Kotangentialrdume

T°M = | ({z} x Ty M).
zeM

Auch T* M kann wieder in natiirlicher Weise mit einer differenzierbaren Struktur versehen werden.
Sei A = (V;, ;) Atlas von M, dann ist

T* A= (T"V;, (97 1))

(2

Atlas von T*M . Hier ist

(e )TV, — T*¢p(Vi) C T*R"
(2, u) = (i), (p; ) u")
mit
(97 )" u' (v) o= w* (Tp; M v) - fiir alle v € T, (o R”

der Pull-back von 1-Formen.

Schliellich definiert man analog die Tensorbiindel.

1.73 Definition. Tensorbiindel

Sei TYM = U en ({2} x Tp5M) das Biindel der r-fach kontravarianten und s-fach kovarianten
Tensoren. Dann liefert ein Atlas A = (V;, ;) von M einen natiirlichen Atlas auf 77 M via

T{A = (T Vi, ¢i)
wobei
Gi T3 Vi = T pi(Vi)
durch
Bi(z,en, @ Rep, @M @+ @el) = (gi(x), Toier, @ @Tpier, @ (7 ) e @@ (p; 1) )
und Linearitit in der Faser definiert ist.

1.74 Definition. Tensorfelder und Differentialformen

Eine C°°-Abbildung ¢ : M — T7 M mit 7y ot = idps heifit Tensorfeld und den Raum der Ten-
sorfelder bezeichnen wir mit 7 (M ). Ein alternierendes (man sagt auch total antisymmetrisches)
wE 7;0(M ), also w, € A, fiir alle x € M, heifit Differentialform oder p-Form und die Menge
der p-Formen bezeichnen wir mit A,(M) .

1.75 Bemerkung. (a) Es sind also jeweils synonym:
e Vektorfeld und 1-mal kontravariantes Tensorfeld
o Kovektorfeld, 1-mal kovariantes Tensorfeld und 1-Form

e skalare Funktion und 0-Form
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1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

(b) Lokal ldsst sich ein Tensorfeld bzgl. der natiirlichen Basis einer Karte darstellen:
) =07 (2) 04, ® - © Dy, @ g/ @ -+~ @ dg*

mit tg)) € C*(M). In der Physik bezeichnet man oft die Komponenten tE;)) (z) als Tensor-

felder.
Die Basisdarstellung von p-Formen ist wieder
1 A A
w(z) = ﬁwjl"'jp(x) dg/* A+ Adglr.

(c) Existieren n punktweise linear unabhiingige Vektorfelder e; € 7' (M), ist also M paralle-
lisierbar, so sind die punktweise dualen Kovektorfelder ¢/ € T°(M) ebenfalls punktweise
linear unabhiingig in 77 (M). Durch Tensorproduktbildung erhilt man Basisschnitte aller
Tensorbiindel. Es gilt also: Ist M parallelisierbar, so sind alle Tensorbiindel iiber M tri-
vialisierbar. Es gibt dann aber im Allgemeinen dennoch Vektorbiindel iiber M, die nicht
trivialisierbar sind.

1.76 Definition. Orientierbarkeit und Orientierung

Fine Mannigfaltigkeit M der Dimension n heiflt orientierbar, falls eine nirgends verschwindende
n-Form w € A, (M) existiert.

So ein w heifit Orientierung und man nennt eine Basis (e;) von T,,;M positiv orientiert (bzgl.
w), wenn wy(eq, ..., e,) > 0 und negativ orientiert wenn w,(ey,...,e,) < 0.

1.77 Bemerkung. Ist M parallelisierbar, so ist M auch orientierbar, denn e! A --- A e ver-
schwindet nirgends, wenn die e’ linear unabhingig sind. Die Umkehrung gilt nicht: z.B. ist S?
orientierbar aber nicht parallelisierbar. Mit der {iblichen Einbettung von S? in R? und n(z) dem
duBeren Normalenfeld an die Sphére wire z.B. wy(u,v) := (n(x),u X v)ps eine nirgends ver-
schwindende Volumenform auf S?. Hier ist u x v = (ugv3 — usva, ugvy — U3, u1v2 — ugvy) das
Vektorprodukt im R3. Anders gesagt: eine Basis (e, es) des Tangentialraums 7,52 ist positiv
orientiert, falls e; X ey nach Auflen zeigt.

1.78 Erinnerung. Das Differential einer glatten Funktion

Sei f € C*°(M), dann ist die &uBere Ableitung df : M — T*M, x — (z,df|,) eine 1-Form, also
df € TP(M). Es symbolisiert df also die Ableitung von f in einer noch anzugebenden Richtung,
df ist aber keine infinitesimale Grofle.

1.79 Definition. Riemannsche und pseudo-Riemannsche Metrik
Sei g € T3)(M) nicht entartet, d.h. fiir alle x € M erfiillt g(z) die Bedingung

glv,u) =0 YueTy = v=0.
(a) Ist g symmetrisch, so nennt man g eine pseudo-Riemannsche Metrik.
(b) Ist g symmetrisch und positiv definit, so heifit g eine Riemannsche Metrik.

1.80 Beispiel. Der Minkowskiraum
Auf M = R* ist durch

n=mn;dg @ dg’

mit
1 0 0 0
o -1 0o o
TPl 0 0 -1 0
0 0 0 -1

eine pseudo-Riemannsche Metrik definiert, die sog. Minkowski-Metrik. Der Raum M mit der
pseudo-Metrik 1 heifit Minkowskiraum und ist die Raum-Zeit der speziellen Relativitéitstheorie.
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1.5 Tensoren

1.81 Bemerkung. Wir kénnen nun die punktweise fiir Tensoren eingefiihrten Operationen auf
Tensorfelder verallgemeinern:

Und falls M orientierbar ist, also eine nirgends verschwindende Volumenform & € A, global
definiert werden kann, so gibt es auch den entsprechenden Hodge-Operator

st Ap(M) — Ap_p(M).

1.82 Definition. Der Pull-Back von Multilinearformen
Sei f: M; — My glatt und w € 7;0(M2) so ist ffw € 7;0(M1) definiert durch

frwle(vi, . vp) = Wl @) (T for, ..., T fop) fir alle vy, ...,v, € T, M; .

/

Hy

M.,

*
$w ©
Ist ® : M1 — My ein Diffeomorphismus, so liefert die Abbildung
T*My — T*M;y, (z,w)— (27'(2), ®*w)
einen Diffeomorphismus der Kotangentialbiindel. Fiir die Inverse dieser Abbildung schreiben wir
T*® : T*M; — T*My, (z,w)+ (®(z), ™ w).

Es gilt
(T"0w | TPv)g(z) = (w]v), fiir alle w € Ty My, v €T, M,

da (T*®w)(TPv) = w(TP Lo TPv) = w(v).
Einen Diffeomorphismus der Tensorbiindel erhélt man durch

TP® - @TeQRT*®P®---QT*® : T, My — T, M>
wobei man auf Produkten

TPR---TPRT*®R - T*®(z, 1 @ Qu, Qw' @ -+ @w®)
= (®(x),TPu; @ --- @ TPu, @ T*Pw! ® - - - @ T*dw®)

definiert und in jeder Faser T’ M linear fortsetzt.

1.83 Definition. Der Push-Forward von Tensorfeldern

Ein Diffeomorphismus ® : M; — My induziert eine Abbildung @, : 7] (M) — TJ(Mz), den
Push-Forward von Tensorfeldern, welche durch die Vertauschbarkeit des Diagramms

(]

M1 — MQ
tl 1 @t
T TREETRELRe 9T ey
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1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

mit ¢t € 7] (M) definiert wird:
Pt =T0® - @TERT* PR - RT*Potod .
r-mal s-mal
Es gilt wieder die Kettenregel (¢ o V), = ¢, V.
1.84 Beispiele. (a) Fiir eine Funktion f € TX(My) ist ®.f = fo ®~ L.
(b) Fiir ein Vektorfeld X € 73 (M) haben wir in Definition 1.33 den Push-Forward ®,X =
T® o X o ®~1 bereits erklirt.
(¢) Fiir eine 1-Form w € T°(M;) ist der Push-Forward einfach der Pull-Back der Umkehrab-
bildung, ®,w = o,
(d) Push-Forward und Differentialbildung vertauschen: fiir f € T2(M;) ist ®.df = d(®.f)

(Ubung).
(e) Sei (V,¢) eine Karte von M, e; das i-te kanonische Einheitsvektorfeld in R” und e’ : R” — R,
q=(q1,...,qn) — ¢ die i-te Koordinatenfunktion auf R"”. Dann sind die Koordinatenfor-

men und -vektorfelder gegeben durch dg’ = p*de’ und Og; = (¢71)sej. Daraus folgt sofort
das Transformationsverhalten von d,, bzw. dg' unter Kartenwechseln: Sei ¢ eine weitere
Kartenabbildung auf V, 0z, = (@‘1)*ej und d§* = @*de’ die zugehorigen Koordinatenvek-
torfelder bzw. -formen und ® = ¢ o ¢! der Kartenwechsel im R™.

}3‘.’ € U’f( )9 (‘D_@); ;)i'n

-1 / \t* '\.--‘l
‘f’s- §
T —22 T,
¢
> ﬁ* (D9) =X
Aufgrund der Kommutativitéit des Diagramms ist aber

aqj = (80_1)*€j = (80_1)*((1)_1)*(1)*61‘ (~_1) (D(I)) (Dq))é'aﬁi

€;

und somit

9, = (DO™1) 0, .
Aus 4§’ (05,) = 5{ folgt dann auch sofort d§’ = (D@)g d¢’ und d¢ = (D@fl)g dg'.
Wiéhrend die natiirlichen Paarung (|) unter Diffeomorphismen invariant bleibt,
(T*Pw|TPv) = (w|v),

gilt dies im Allgemeinen fiir das Skalarprodukt nicht, sondern nur wenn ® die Metrik invariant
168t.

1.85 Definition. Isometrien und kanonische Transformationen
Seien M; und My Mannigfaltigkeiten und seien g € 7°(M7) und go € T3)(M>) nicht entartet.
Ein Diffeomorphismus @ : M; — My mit go = ®.g1, also

9G2(TPv, TP u) o ® = g1(v,u) fiir alle v,u € T3 (M)

heifit Isometrie, falls g1 und go (Pseudo-)Metriken sind, bzw. kanonische Transformation,
falls g1 und go symplektische Formen sind.

Sei nun My = My = M und g; = go = g. Ist ®;X der Fluss zu einem Vektorfeld X € 761(M), SO
heiBt X Killingsches Vektorfeld, falls die ®;* Isometrien sind, bzw. Hamiltonsches Vektor-
feld, falls die ®;¥ kanonische Transformationen sind.
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1.6 Ableitungen

1.6 Ableitungen

Ohne weitere Struktur 1d8t sich auf einer Mannigfaltigkeit nur die &uflere Ableitung von Diffe-
rentialformen definieren. Ist durch ein Vektorfeld ein lokaler Fluss gegeben, so definiert er die
Lie-Ableitung beliebiger Tensorfelder.

1.86 Definition. Aulere Ableitung

Sei w € Ap(M) und bzgl. einer Karte (V, ¢) sei

ol Z dql1 A---Adg”  mit ciy € C(M).

Dann ist die &ulere Ableitung dw € A,1(M) in dieser Karte durch

1 i i
dw = szc(i)/\dql A---Adg'®
(4)
definiert.

Das so definierte dw ist unabhéngig von der gewéihlten Karte, da d natiirlich bzgl. Diffeomor-
phismen ist. Genauer: Sei ® : M7 — My ein Diffeomorphismus, dann ist ®,dw = d®,w, also das
Diagramm

Ay(My) 25 A (M)

dl dl
App1(My) =5 Ay (M)

kommutativ. Das folgt sofort aus dem Spezialfall 1.84 (d), also aus ®.df = d®, f fiir f € TP (M) :
Es ist

Dow =21 (e o® ) Du(dgh) A ABL(dg?) = 1 Y (e d(g o ® ) A---Ad(gP o)
() (4)
und ] )
¢, dw = ]% Z d(c) o P HAd([GTo® HA---Ad(gPod ),
(4)
also d®,w = &, dw.
Ist ® der Diffeomorphismus eines Kartenwechsel, so wird dw im neuen Koordinatensystem so

gebildet wie im alten, nur ist alles durch die neuen Koordinaten auszudriicken. Somit ist die
Definition von dw tatsichlich koordinatenunabhéngig.

1.87 Bemerkung. Natiirlichkeit der dufleren Ableitung und Einschrinkung von Formen

Ist f: My — M> glatt (aber nicht notwendigerweise ein Diffeomorphismus), so gilt fiir den Pull-
Back immer noch

[fdw =d(f*w) fiir alle w € Ap(Ms).
Das folgt sofort aus obiger Rechnung fiir Diffeomorphismen, indem man ®~! durch f ersetzt.

Ist M7 Untermannigfaltigkeit von Ms und v : M} — My die natiirliche Injektion, so liefert
"Lb* : Ap(MQ) — Ap(Ml)
die Einschrankung von Formen auf die Untermannigfaltigkeit und es gilt

Prdw = d(¥*w),

Einschrinkung und duflere Ableitung vertauschen also.
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1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

1.88 Bemerkung. Eigenschaften der dufleren Ableitung

Aus der Definition ergeben sich unmittelbar die folgenden Eigenschaften der &ufleren Ableitung
(a) d(wi +w2) =dwi +dws, w; € Ay(M)
(b) d(w1 /\Cc)g) =dwi ANwy + (_1)]) w1 Adws, wi € Ap, wo € A
(c) d(dw) =0 fiir alle w € A, da

80 0%¢; ) .
d(d dg® Adgd Adg®) = ) @ ) 4g* Adg? AdgD) =
= S5 g i i = S5 (G - T Y naa <o

1.89 Beispiel. Vektordifferentialoperatoren und #uflere Ableitung im R?

Sei M = R3 mit der Euklidischen Metrik gij = 0;5. Dann koénnen wir Vektorfelder und 1-Formen
identifizieren und fiir die Komponenten gilt v; = v’. Sei f € C*°(R?) und v € T3 (R3). Es ergeben
sich die folgenden Zusammenhinge zwischen den Vektordifferentialoperatoren im R? und der
duleren Ableitung:

8f
af = Gdg = (gradf)id
i i i ovi 4, i v . ; j
x(dv) = x(d(v;dg")) = *(dv* Adq') = =*( dg" Ndq") = € d¢’ = (rotw);dq’
Iqy, Oqx
il j k 1 i j k 1 n' j k
*d(xv) = *d(v'3e56dg’ ANdq") = *#(gepdv' Adg? AdgT) = *(5eik %dq Adg? A dg¥)
l

1 o’ v .
= §€Uk aiql Eljk = Z ' = divw.
i

Die Rechenregeln fiir die &uflere Ableitung aus 1.88 lassen sich nun direkt auf die Differentialope-
ratoren iibersetzen. Aus (b) lesen wir ab:

e Fiir p=Fk =0 folgt aus d(f - g) = fdg + gdf, dass grad (f - g) = fgradg + ggrad f

e Fiir p=0,k =1 folgt aus d(fw) =df Aw + fdw, dass rot (f0) = grad f x 0+ frot v
Aus (c) ergibt sich:

e Fiir p = 0 folgt aus d(df) = 0, dass rotgrad f =0

o Fiir p =1 folgt aus 0 = *ddw = *d* *dw, dass divrot ¥ = 0.

1.90 Definition. Geschlossene und exakte Formen

Eine p-Form w heifit geschlossen, wenn dw = 0 ist. Sie heifit exakt, wenn w = dv fiir ein
v € Np_1(M), wenn sie also eine Stammform besitzt.

Wegen Bemerkung 1.88 (c) gilt
w ist exakt = w ist geschlossen.

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nur lokal.

1.91 Satz. Lemma von Poincaré

Sei w € Ap(M) geschlossen, also dw = 0. Sei V' C M offen und zusammenziehbar, d.h. diffeomorph
zu einem sternférmigen Gebiet im R”. Dann existiert v € A,_1(V') so, dass w|y = dv.

Beweis. Der folgende Beweis lduft iiber eine explizite Rechnung im R™. Ein eleganterer Beweis
unter Verwendung des Homotopie-Operators wird in den Ubungen erarbeitet.

Sei ¢ : V. — U C R” ein Diffeomorphismus auf das sternférmige Gebiet U C R™. Dann ist
W := p,w eine geschlossene p-Form auf U und nach dem Lemma von Poincaré auf dem R", das
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wir gleich zeigen werden, existiert eine Stammform 7 € A,_1(U), also @ = dv. Dann ist v := ¢*U
aber Stammform zu w, da dp*v = p*dv = "0 = w.

Wir zeigen nun das Poincaré Lemma auf dem R”. Sei dazu U C R" 0.B.d.A. sternférmig beziiglich
des Ursprungs. Wir definieren zuniichst fiir beliebiges w € A,(U) mit w = Y, wrdg!, die Abbil-
dung PP : A, (U) = Ap—1(U) mit

P 1
Pru:= " (-1~ (/O "~ wr(tq) gi, dt) dg"
I a=1

Hier haben wir die Schreibweise I = (iy,...,1i,) fiir ein geordnetes p-Tupel 1 <43 < --- <i, <n
eingefiihrt. Es bezeichnet dg! = dg* A---Adg € A,(U) und dg!” = dgt A---Adgie A---Adg'r €
Ap—1(U), wobei der Hut wieder Auslassung bedeutet.

Wir werden zeigen, dass w = dPPw + PPldw gilt, woraus dann fiir geschlossenes w sofort w =
d(PPw) folgt, also die Existenz einer Stammform. Zunéchst berechnen wir

dPfw = ZZZ (/ 1tp16((”(15(1)q"“)dt>dq’f/\dq’a

=1 1 a=1 9qe
p a X
= Y ([ 5w a, ar) ad nad
I ¢¢I a=1 qe
p
O(wi(tq) gin) > ;
+ p-1001Ua) Gio) 4\ gor
21301221(/ 8qla e

Andererseits ist

und somit

1 Oowr Ow o
PPy = (/ 2y dt)d + </ P 2 () g dt)dé/\df .
w ZZ{ o L (tq)qedt ) dg Z g (Dt ] dg" A dg

a=1

Fiir die Summe ergibt sich schliellich
dPPw + PPHldw = Z/ (pr (tq)qe + pt?~ 1w1(tq)> dt dg’
= Z/ tpwj tq dt dq’ ijdq = w.

Den allgemeinen Satz aus der Cohomologietheorie kénnen wir nur ohne Beweis angeben:

1.92 Satz. Zur Existenz von Stammformen

Sei w € Ap(M) geschlossen, also dw = 0. Falls in M jede p-dimensionale Untermannigfaltigkeit
stetig auf einen Punkt zusammenziehbar ist, so folgt

w=dv fir ein ve A, (M),

dann ist also w exakt.
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1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

1.93 Beispiel. Auf der 2-Sphire S? ist also jede geschlossene 1-Form exakt, da sich jede ge-
schlossene Kurve stetig auf einen Punkt zusammenzichen lisst. Da aber S? in sich selbst nicht
stetig zusammengezogen werden kann, gibt es 2-Formen (die wegen dimS? = 2 alle geschlossen
sind), die nicht exakt sind (z.B. die Volumenform aus Bemerkung 1.77).

Die duBere Ableitung von Differentialformen ist also auf jeder Mannigfaltigkeit ohne weitere
Struktur definiert. Versucht man allgemeine Tensorfelder zu differenzieren, stellt sich die Frage,
wie man im Differenzenquotienten Tensorfelder ¢(x) und ¢(x + dx) an verschiedenen Punkten
vergleicht. Im Gegensatz zum gewohnten Fall R™ liegen ¢(z) und t(z + 0x) ja in verschiedenen
Réumen, nédmlich in T, M und T4, M. In einer Karte konnte man zwar beispielsweise fiir ein
Vektorfeld v € T3 (M)

vt
9q;
definieren. Diese Definition ist aber nicht kartenunabhéngig und liefert somit kein globales Ten-
sorfeld in T2(M).

Um Tensorfelder abzuleiten, benttigt man weitere Strukturen, die eine koordinatenunabhéngige
Identifikation benachbarter Tangentialrdume erlauben:

Dv = D(v'9,,) := Og; © Oy,

e Ein Zusammenhang V bildet Vektorfelder auf Felder linearer Abbildungen ab, also 7 (M)
auf TH(M):
VX 1y(-,v) € T,M

ist die Richtungsableitung von X in Richtung v € T,M an der Stelle y € M. Ein Zusam-
menhang liefert bzw. kann definiert werden durch eine Identifikation benachbarter Tangen-
tialrdume. Eine Metrik auf M induziert einen Zusammenhang, den sogenannten Levi-Civita-
Zusammenhang. Wir werden uns in dieser Vorlesung nicht weiter mit Zusammenhéngen
befassen.

e Alternativ liefert einem ein Vektorfeld X selbst eine Identifikation benachbarter Tensorraume,
niamlich iiber den zugehorigen Fluss ®X. Mit Hilfe des Pullbacks ®;X* kann man nun den
Raum T,"M bei y = ®;*(z) mit T,,,M identifizieren und erhélt im Limes ¢t — 0 die Lie-
Ableitung. Aber: man leitet jetzt in Richtung eines Vektorfeldes, nicht in Richtung eines
Vektors ab!

1.94 Definition. Die Lie-Ableitung

Fir X € T3 (M) ist die Lie-Ableitung von
T € TJ (M) definiert durch

X1 — 1 d
Lyt=lim—t—— = — 07 |;.
eI S T

1.95 Bemerkung. (a) Fiir r =s =0 ist

Lxf = S f 0¥ | = 4f(X) = (@] |X),

also die in Bemerkung 1.34 definierte Lie-Ableitung von Funktionen. In diesem Fall hingt
Lx f(y) nur von X (y) ab.
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1.6 Ableitungen

(b) Fiir r + s > 0 héngt Lx7(y) nicht nur von X(y) ab, sondern von X auf einer Umgebung
vony € M.

1.96 Proposition. Eigenschaften der Lie-Ableitung
Seien ty,ty € T7 (M), t3 € T (M), ts € T,(M) und X € 7' (M). Dann gilt
(1) Lx(t1 +t2) = Lxt1 + Lxto
(i) Lx(t1 ®t3) = Lxty ®@t3+t; ® Lxts
(ili) Lx(t1|ts) = (Lxt1|tsa) + (t1| Lxts)

Beweis. Fiir ®* gilt

(i) (I)g(*(tl + tg) = CI)tX*tl + @g(*tg

(i) @ (t; @ t3) = Pty @ B *t3

(i) D7 (t1 [ta) = (D7 11 [ @ *ta) -
Ableiten nach ¢ liefert jeweils die Behauptung. O
1.97 Bemerkung. Fiir isometrische bzw. kanonische Transformationen gilt

(I)*g =g bzw. q)*<t1 ’t2>g = <q)*t1 ‘ ‘I)*t2>g .
Also gilt fiir die erzeugenden Killingschen bzw. Hamiltonschen Vektorfelder X
Lx(t1|t2)g = (Lxty|t2)g + (1] Lxta)g -

Achtung: fiir allgemeine Vektorfelder gilt das nicht, da dann auch g selbst “abgeleitet” werden
muss!

1.98 Bemerkung. (a) Im Beweis von Satz 1.46 haben wir gezeigt, dass fiir einen Diffeomor-
phismus v : M; — My und ein Vektorfeld X € T3 (M) gilt:

Yo d) =" oy
Also ist
V(@) = (@ )utbr V€T (M),
oder nach Ableiten
Y LxT = Ly, x1)sT .

Die Lie-Ableitung Lx ist also natiirlich in Bezug auf Diffeomorphismen.
(b) Da d mit (®;¥)* vertauscht, d(®;*)*w = (®;*)*dw, vertauscht es auch mit Ly,

dLxw = Lxdw.

1.99 Definition. Sei X € 7 (M) und w € A, (M), dann ist das innere Produkt ixw € A,_1(M)
definiert durch

ixw(vi, ..., Up—1) |y = w(X(y),v1,...,0p—1).
Also (ixw)

= X
ireipy = XIWjiyeip_y -

1.100 Satz. Lie-Ableitung auf Differentialformen: die Cartansche Formel
Fiir X € 738 (M) und w € Ay(M) ist

Lxw=1xdw+ d(ixw) .

Auf Differentialformen gilt also
Lx =ixod+doix.
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Beweis. Fiir f € TP(M) ist gemi Bemerkung 1.95 (a) Lx f = df(X) = ixdf und ix f = 0 per
Definition. Fiir w = w;d¢’ gilt einerseits mit Proposition 1.96 (i), dass
Lxwidq’ = (Lxw;)d¢’ +w;Lxd¢’ = dw;(X)d¢’ + w;dLxq¢’ = dw;(X)d¢’ + w;d(d¢’ (X)),
und andererseits
(ixd + dix)w;dg = dwj(X)d¢’ —d¢’(X)dw; + d¢’ (X)dw; + w;d(d¢ (X))
= dwj(X)d¢’ +w;d(d¢’ (X)).
Damit ist Lx = ix od+doix auf Ag und A;. Wiederum mit Proposition 1.96 (ii) gilt fir w € A;

und v € Ag
Lx(wAv)=LxwAv+wA Lxv

und
(ixd+dix)(wAv) = ix(dwAv—wAdv)+dixwAv—wAixv)
= (ixd+dix)wAv+wA(ixd+diX)V.

Per Induktion folgt nun, dass Lx und dix + ixd auch auf w = ;%!Z(i) w(i)dqil Ao A dg'
iibereinstimmen. ]

1.101 Definition. Die Lie-Klammer von Vektorfeldern
Die Lie-Klammer zweier Vektorfelder X,Y € T'(M) ist das Vektorfeld

LxY = [X,Y].
Auf TP(M) gilt wegen Proposition 1.96 (iii), Bemerkung 1.95 (a) und Bemerkung 1.98 (b)
Lixyif = (Af[[X)Y]) = (df[LxY) = Lx(df|Y) - (dLxf]Y) = LxLyf—LyLxf,
was die Kommutatorschreibweise erklidrt und mit Bemerkung 1.98 (b) auch
Lix yydf = LxLydf — Ly Lxdf

liefert. AuBerdem folgt [X,Y] = —[V,X], da L_x = —Ly und da die Wirkung auf 79 das
Vektorfeld eindeutig festlegt.

1.102 Proposition. Fiir t € 7 (M) und X,Y € TH(M) gilt
Lixyit=(LxLy — LyLx)t
und die Jacobi-Identitét
(XY 2N + Y [Z, X)) + 2, [X, Y]] = 0.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

1.103 Beispiele. Sei X in einer Karte gegeben durch X = Xiaqi.
(a) Fiir f € 79 ist L f = (df | X) = gL X7 = f,X".
(b) Fiir w = w;dq’ € TP ist
Lyw = (Lxw)dq’ +wid(Lxq) = wix X"dq" + w;d(X?)
= Wik Xkdqi + w; fkqu = (wi,k Xk W ij)dqi .
(c) Da Lixy|f = X70;Y'0;f — Y70, X'0;f = (XJY; — Yijj)f,i , hat der Kommutator die

Koordinatendarstellung o o
(X, Y] = (XY, - Y7 X0y, .
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1.7 Integration

1.7 Integration

Man kann nun n-Formen auf n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten integrieren, bzw. p-Formen auf
p-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten. Aufgrund des folgenden Lemmas reicht es, den ersten
Fall zu betrachten.

1.104 Lemma. Sei w eine p-Form auf M und N C M eine p-dimensionale Untermannigfaltigkeit
(moglicherweise berandet). Dann ist © := w |y := ¥*w (mit ¢ : N — M die natiirliche Injektion)
eine p-Form auf N und es gilt

() dw=0 = do=0
(i) w=dv = w=dw.

Beweis. Vergleiche Bemerkung 1.87. O

Nun definiert man Integrale iiber n-Formen auf n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten, indem man
sie auf (Lebesgue-)Integrale im R™ zuriickfithrt. Zunéchst tun wir dies in einem Kartengebiet.

1.105 Definition. Das Integral auf einem Kartengebiet
Sei (V,¢) Karte auf M und w € A, (M) mit

suppw :={zr € M |w(x) #0} C V.

/w = /w ::/ Oaw ::/ w(q)d"q,
M v e(V) T

Pxw = W(Q) dql JARERWA dqn € An(Rﬁ)

Dann ist

wobei

und d"¢q das n-dimensionale Lebesguemafl auf R™ bezeichnet.

1.106 Bemerkung. Unabhingigkeit von der Kartenwahl

Die Definition [ W ist, bis auf die Orientierung, unabhéngig von der Wahl der Karte. Seien
und @ zwei gleichorientierte Karten auf V, also fiir ® = @ o ¢! ist detD® > 0, dann gilt mit
dem Transformationssatz im R”

/¢ e / w(gq)d®q = / (@0 ®)(q) det(D®(q)) d"q "=° / 5(§) d"G = [P . B

da w(q) = (@ o ®)(q) det(D®(q)). Letzteres folgt aus dem Transformationsverhalten von Volu-
menformen: wegen dg/ = (D®)!d¢’ gilt mit ¢ = ®(q)

w=a(§)dg' A---AdT" = (@o)(q) (DD); (q) - (DD)} (q)dg’ A--- Adg™
= (@0 ®)(q)det(DD(q))dg" A -+ Adg"
= w(g)dg' A---Adg™.

Um auch Funktionen integrieren zu kénnen, deren Trager nicht innerhalb eines Kartengebiets
liegt, zerlegt man das Integral mit Hilfe einer “Zerlegung der Eins”.

1.107 Definition. Zerlegung der Eins

Sei M eine Mannigfaltigkeit und A = (V;, ¢;)icr ein Atlas. Eine an A adaptierte Zerlegung
der Eins (;);er ist eine Familie von glatten Funktionen y; : M — [0, 1] mit den Eigenschaften:

(a) Jedes x; hat Tréger in nur einem Kartengebiet: suppyx; C V;.
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(b) Die Zerlegung ist lokal endlich: Zu jedem z € M gibt es eine Umgebung U so, dass UN
suppy; # 0 nur fiir endlich viele ¢ € 1.

(c) Die x; summieren sich iiberall zu Eins: ) ., x;(z) = 1 fiir alle x € M.

Man beachte, dass aufgrund der lokalen Endlichkeit die Summe in (c) immer nur endlich viele
Terme ungleich Null enthélt.

1.108 Bemerkung. Zur Existenz einer Zerlegung der Eins

Auf parakompakten Mannigfaltigkeiten existiert zu jedem Atlas eine adaptierte Zerlegung der
Eins. Der R™ mit der iiblichen Topologie ist parakompakt und Untermannigfaltigkeiten parakom-
pakter Mannigfaltigkeiten sind ebenfalls wieder parakompakt. Tatséchlich sind Gegenbeispiele zur
Parakompaktheit so ausgefallen, dass die Parakompaktheit oft bei der Definition von Mannigfal-
tigkeiten in Form des 2ten Abzdhlbarkeitsaxioms angenommen wird (dieses hatten wir nicht in
die Definition aufgenommen). Da wir auf geometrische Aspekte fokussieren wollen, beschrinken
wir uns auf die Integration von Formen mit kompaktem Tréager. Da aber Kompakta immer auch
parakompakt sind, kénnen wir im folgenden immer von der Existenz einer Zerlegung der Eins
ausgehen.

Sei also (V, ¢;) ein positiv orientierter Atlas der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M. Fiir w €
A, (M) mit kompaktem Tréger ist

m m
suppw C U Vi, = U Vj
j=1 j=1

und es existiert dann immer eine an (Y/j,cpj)j:17,..,m adaptierte Zerlegung der Eins (Xj)jzl,..‘,m

1.109 Bemerkung. Verhalten am Rand

n
- ?
Dass der Trager suppw in einer offen Menge V R"'
enthalten ist, impliziert nicht, dass w auf dem

Rand OM von M Null ist. vpp

Piv)

1.110 Definition. Das Integral iiber n-Formen

Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit und (V;, ;) ein positiv orientierter Atlas. Sei w € A, (M)
und supp w kompakt. Dann ist

/Mw = i/vjxgw = i/ = (Xjw)

j=1 ©;(V;

wobei x; eine Zerlegung der Eins ist, welche an eine endliche Uberdeckung des Trégers durch
Kartengebiete V; adaptiert ist.

Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl der Karte und der Wahl der Zerlegung der Eins.
Die Unabhéngigkeit von der Kartenwahl haben wir bereits in Bemerkung 1.106 besprochen. Sei
nun Y; eine weitere an V; adaptierte Zerlegung der Eins. Dann ist

Em:/ v pj-(Xjw) = g[pj(

m
(XG> Xiw)
j=17%; i=1

Vi)

38



1.7 Integration

/ SOJ* X]XZW = / Soz* X]sz)

@5 7i=1

I
Ms

1

.
.
Il

m

/% soi*(mew) = Z/ i (Riw

j=1 =1

I
NE

..
I
—

1.111 Bemerkung. Das Integral von Funktionen

Ist auf M eine ,natiirliche* Volumenform 2 € A, (M) gegeben, so schreibt man fiir f € C§°(M)

auch
/M f= /M e

1.112 Beispiel. Sei M = [a,b] C R berandete Mannigfaltigkeit und f € C§°(M) (daraus folgt
nicht, dass f(a) = f(b) = 0 ist, da M selbst kompakt ist). Dann ist df € A;(M) und suppdf
kompakt, und es gilt in der natiirlichen Karte ¢ = Idr

baf .
/Mdf= [ Shda =)~ f@) = | 1.

oM

1.113 Bemerkung. Das Integral iiber Untermannigfaltigkeiten

Sei M eine Mannigfaltigkeit, N C M eine orientierte, moglicherweise berandete, Untermannig-
faltigkeit der Dimension p < n und w € Ap(M) mit kompaktem Triger. Dann definieren wir

fiomfo

wobei ¢ : N — M die natiirliche Injektion bezeichnet.

Tatséchlich muss N keine Untermannigfaltigkeit sein: Fiir jede p-dimensionale orientierte Man-
nigfaltigkeit und glatte Abbildung ¢) : N — M kann man das Integral analog definieren. Beispiels-
weise konnte N = S1 sein und ¢(N) C M eine geschlossene Kurve die sich selbst iiberschneidet.

1.114 Bemerkung. Orientierung des Randes

Ist M eine orientierte Mannigfaltigkeit, so ist auch der Rand 0 M orientierbar und die Orientierung
auf M induziert eine solche auf OM: Sei (V;, ;) ein positiv orientierter Atlas auf M, dann sei
(Vilaass ¢iloar) negativ orientiert. Anders gesagt: Ist dg' A --- A dg™ eine positive Volumenform
auf M, so ist in randadaptierten Karten —dg? A --- A dg" eine positive Volumenform auf 9M.

Wir zeigen nun die Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Integral- und Differentialrechnung auf
berandete Mannigfaltigkeiten:

1.115 Satz. Satz von Stokes
Sei M eine berandete, orientierte Mannigfaltigkeit und w € A,,_1(M) habe kompakten Tréger.

Dann gilt
/ dw = / w
M oM

wobei OM die oben beschriebene Orientierung von M erbt.

Auf Untermannigfaltigkeiten ergibt sich dann sofort folgende Version des Satzes:

1.116 Korollar. Sei M eine Mannigfaltigkeit und N C M eine orientierte, moglicherweise be-
randete Untermannigfaltigkeit der Dimension p. Sei w € Ap_1(M) mit kompaktem Trager, dann
gilt mit Lemma 1.104 und Bemerkung 1.113

/dw:/ w
N ON
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wobei 0N wieder die Orientierung von N erbt.

Auch hier kénnen wir statt einer Untermannigfaltigkeit wieder das glatte Bild ¢)(N) C M einer
p-dimensionalen Mannigfaltigkeit N betrachten.

1.117 Bemerkung. (a) Die Forderung nach kompaktem Triger dient einerseits dazu, Kon-
vergenzprobleme zu umgehen, ist aber andererseits auch am Rand wichtig: Als Beispiel
betrachte M = (a,b), also 9M = (), und die Funktion f(z) = z. Dann ist

/abdf:b—a;é/aMfzo,

was nicht im Widerspruch zum Satz von Stokes steht, da f keinen kompakten Tréger hat.
Auf M = [a,b] ist OM = {a,b} und f(x) = x hat kompakten Triger.

(b) Die Aussage, dass ddw = 0 fiir jedes w € A, (M) entspricht der Tatsache, dass der Rand
eines Randes leer ist, also 90N = (:

0:/ddw:/ dw:/ w=20.
N ON 00N

Beweis. des Stokesschen Satzes:
Sei (V, ¢;) eine endliche Uberdeckung von supp w mit randadaptierten, positiv orientierten Karten
und yx; eine adaptierte Zerlegung der Eins. Setze w =), xjw =: ), w;, dann ist

dw = dw;
/Mw Z/Vw

und es geniigt sz dw; = f v, Wi Zu zeigen. In einer randadaptierten Karte hat w; die Form
n —_
wj :Zaj(q)dql/\---/\dqj/\-~-/\dq”,
j=1

und, da U*dg! = 0, gilt

Wi 8M:\P*Wi:al(O,QQ,---,qn)dq2/\"‘/\dqn-
Es ist n
da .
dwi :Z a](Q)(*l)j_ldql/\"'/\dqn,
1 8qj
]7
also

oa; ,
dw;, = / —L(=1)7tdgt Ao Adg
/M Z aqj( )

j=1"M
n o] o) 00 da. o
= Z/ dq dge / dgn aj(q)(—l)j !
j=1 0 —00 —00 q;j
= _/ dQQ / dQna1(07Q27"'7Qn)

= —/ a1(0, g2, qn) dg* A -+~ A dq"” —/ w;
Rn—1 oM
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1.7 Integration

1.118 Beispiele. (a) Betrachte den Kreisring M = {(z,y) € R?|3 < 2% + y? < 1} und die
1-Form w = —¥4242dy («— 4,7, Dann ist dw = 0, also J3y dw = 0, und ebenfalls

x2+y2
2m 2m
/ w—/ w—i—/ w—/ d(p—/ dp =21 —-27=0.
oM r2+4+y2=1 x2+y2:% 0 0
Beachte, dass w zwar lokal das Differential der Winkelfunk- r
tion ¢ ist, aber nicht auf ganz M exakt sein kann, denn M

w = dv implizierte
E Ty
27r:/ w:/ du:/ v=20
St St oSt

oM

da 05! = 0.
(b) Die iiblichen Integralsitze der Vektoranalysis ergeben sich jetzt als Spezialfiille des Stokes-
schen Satzes (vgl. Beispiel 1.89).

(i) Sei C : [0,1] — R™ eine berandete Kurve im R"™ mit C(0) = a und C(1) = b und

f e CPRM).

. R" T ~b .
Dann ist ds
_ of 1 i _ . C g
/Cdf = Ca—qjdqj = /Cgradf ds g 3 —_— a

[}
= f= f®)—f(a).
oC

(ii) Sei M eine 2-dimensional berandete Untermannigfaltigkeit des R? und w = w;dg¢’ eine
kompakt getragene 1-Form. Dann ist einerseits

/ w = / wjdqj:/ & - ds
oM oM oM
und andererseits

/de - /M*(*dw) = /M(rotdj)j*dqj

d¢® A dg?
= / rotd- | dg® Adgt ::/ rotd - dF.
M dql /\ dq2 M

Wir erhalten also den klassischen Satz von Stokes im R3:

/ w-dgz/ rot@ - dF.
oM M

(iii) Sei M eine 3-dimensionale berandete Untermannigfaltigkeit des R? und w = *(w;dq’)
eine kompakt getragene 2-Form. Dann ist

/ w:/ wj*dqj :/ & - dF

oM oM oM
/dw:/**d*wjdqj = / *dim:/divwsz / diva dV .
M M M M M

und
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1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

Wir erhalten also den GauBschen Satz im R3:
(/ a%dﬁ::‘/ div dV .
oM M

1.119 Definition. Diffeotopie (=Glatte Homotopie)

Es seien Ny = 9o(N) und Ny = ¢1(N) jeweils das glatte Bild einer p-dimensionalen Mannigfal-
tigkeit IV in der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M, also ¥y : N — M und ¢1 : N — M glatt.
Es heiflen Ny und N; diffeotop (oder glatt homotop), falls es ein glattes F' : [0,1] x N — M
gibt, sodass

YPo=Fow:N—->Nyg und ¢Yy=Fou:N— Ny,

wobei tp und ¢1 jeweils die Injektion von N in {0} x N bzw. {1} x N ist. Ist N berandet, so fordert
man zusétzlich, dass ¥glaony = ¥1|lon = F(t,-)|on fiir alle ¢ € (0,1), und spricht von Diffeotopie
bei festem Rand.

Ein weiteres Korollar zum Satz von Stokes ist dann die folgende Aussage: Das Integral einer
geschlossenen Form iiber das glatte Bild einer p-dimensionalen Mannigfaltigkeit &ndert sich nicht,
wenn man letzteres glatt deformiert ohne das Bild des Randes zu dndern.

1.120 Satz. Invarianz des Integrals von geschlossenen Formen unter Diffeotopien

Es seien Ny = ¢o(N) und N1 = ¢1(N) jeweils das glatte Bild einer p-dimensionalen, orientierbaren
Mannigfaltigkeit IV in der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M. Es sei entweder N randlos, oder
tolan = ¥1lan. Falls Ny und N; diffeotop sind, so gilt fiir jede geschlossene Form w € A,(M)

mit kompaktem Tréger, dass
/ . / W,
No Ny

Beweis. Ubungen. Ul

Insbesondere verschwindet also das Integral einer geschlossenen Form iiber jede auf einen Punkt
zusammenziehbare Untermannigfaltigkeit.

1.121 Proposition. Invarianz des Integrals unter Diffeomorphismen
Sei @ : My — Mj ein Diffeomorphismus und w € A, (M7). Dann ist

/w:/ d.w.
My Mo

Beweis. Vgl. Bemerkung 1.106. O

1.122 Korollar. Sei w € A, (M), V C M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit und X €
T4 (M) habe kompakten Triiger. Dann ist

d d
vw= | Lyw=— ‘ = Svolr(@X (v
~/8V X /V X dt q>g((v) v t=0 dt © ( t ( )) t=0

und insbesondere
/ wa =0 y
M

falls M keinen Rand hat.
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1.7 Integration

Beweis. Die erste Gleichheit folgt aus der Cartanformel und dem Satz von Stokes. Sie kann
als verallgemeinerte Version des Gauflschen Satzes gelesen werden. Die zweite Gleichheit ist die
infinitesimale Version von Proposition 1.121.

O

1.123 Korollar. Sei ® : M — M ein Diffeomorphismus und 2 eine n-Form mit ®*(2 = (2. Dann
gilt fiir alle f € C3°(M)
/ fQ= / (fo®)Q2
M M

Beweis. Folgt sofort aus Proposition 1.121 und

O (fQU) =(fod)P* Q= (fod)D.

1.124 Bemerkung. Integral iiber messbare bzw. integrierbare Funktionen

Der Integralbegriff aus Definition 1.110 148t sich offensichtlich auf messbare Funktionen erweitern:
Sei Q € A, (M) positiv und f : M — [0,00) messbar, dann setzt man

Q——g i*iQ_—E if 00 i
/ f i /i(Vi)SD (Xf ) i /i(‘/i)(Xf “; )90
= E ifo Z-_l Q(q)d"q,
: /i(Vi)(X foyp )(Q) (Q> q

wobei das letzte Integral wieder ein gewohnliches Lebesgueintegral ist. Man nennt f integrierbar,
falls [}, |f€2 < oo und definiert fiir integrierbares f € L'(M,Q) wie iiblich [y, fQ:= [,, fTQ -

S f 5

Als Anwendung zeigen wir noch einen berithmten (aber nicht sehr relevanten) Satz aus der sta-
tistischen Mechanik:

1.125 Satz. Poincaréscher Wiederkehrsatz

Sei &, : M — M ein Fluss und Q € A, (M) eine invariante Volumenform, also ®;Q = Q. Sei
A C M Borel-messbar mit Q(A) := [, x40 < oo und ®;(A) C A.

Fiir jedes messbare B C A gilt dann, dass fast alle Punkte in B unendlich oft nach B zuriickkehren.
Genauer gilt, dass die Menge

G :={x € B|®(x) € B fiir unendlich viele t € N}
volles Maf3 hat, Q(G) = Q(B).

Beweis. Es ist K, = J;2,, ®_;(B) die Menge der Punkte in A, die nach n oder mehreren ganz-
zahligen Zeitschritten mindestens einmal nach B kommen. Es gilt

BCKQDKlDKQD'“DKn_lDKn.
und somit

G=BnN ﬂ K,

n>0

Nach Annahme ist
QK,) = QP (Ky)) = QUEp—1) <Q(A) < 0
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1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

und somit

m—o0

QG) = lim QBN (Nhtg Kn)) = QBN Ko) - iQ(B N (Ki-1\K;)) = Q(B),
i=1

denn BN Ky = B und aus Q(K,) = Q(K,—1) und K,, C K,,_; folgt Q(K,,_1\K,) = 0. O

Was besagt der Poincarésche Wiederkehrsatz physikalisch? Sei dazu beispielsweise ®; der Hamil-
tonsche Fluss fiir ein System aus N Gasteilchen in einem Container. Wie wir bald sehen werden,
konnen wir einen solchen Fluss auf einer kompakten Energieschale betrachten und auf dieser gibt
es eine invariante Volumenform.

Der Poincarésche Satz sagt dann beispielsweise, dass wenn fiir ¢ = 0 alle N ~ 10?3 Teilchen in
einem beliebig kleinen Gebiet nahe einer Ecke starten, so wird es unendlich viele spétere Zeiten
geben, zu denen wieder alle Gasteilchen in diesem Gebiet sind.

—

# §n. éu d
R

k=0 t=n t=m

Urspriinglich war diese Beobachtung als Einwand gegen Boltzmanns Erklarung der Irreversibilitét
dieses Prozesses gedacht: denn wir erwarten ja, dass sich ein solches Gas gleichméfig im ganzen
Container ausbreitet und sich nie wieder in eine Ecke zuriickzieht.

Tatséchlich ist dieser Einwand aber irrelevant, da fiir ein solches System die Wiederkehrzeiten (m
im Bild oben) astronomisch grof§ sind (vermutlich grofier als das Alter des Universums).
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische
Geometrie

Ein Hamiltonsches System auf R?" wird bestimmt durch eine Funktion H € C?(R?",R) und ist
das Differentialgleichungssystem

_ 9H(g,p)

‘ _ 0H(g,p)
Ip;  Nap)=(Q(t).P(t)’

0 Bi(t) = ="

(4:0)=(Q(1).P(1))

wobei = (q1, .-, qn,P1," > Pn) = (¢, p) € R?™ und die Losungskurve u(t, x¢) =: (Q(t, o), P(t, z0))
ist. Es heifit H die Hamiltonfunktion (oder Gesamtenergie), R?" der Phasenraum und n die An-
zahl der Freiheitsgrade. Weiterhin heifit ¢ € R™ die Konfiguration und p € R™ der Impuls.

In kompakter Form lautet das Differentialgleichungssystem
() uw=Xpgou
mit dem Hamiltonschen Vektorfeld
Xg = (J")'VH =JVH,

wobei die zweite Gleichheit nur fiir die Standardform

= ( o ) € M(2n,R)

T

gilt. Im allgemeinen wird J = —J-* eine schiefsymmetrische Matrix mit vollem Rang sein.

Als erste einfache Konsequenz der speziellen Struktur Hamiltonscher Systeme findet man die

JvH

Energieerhaltung:

H ist entlang der Losungskurven von (x) kon-
stant, da
(VH ,(JT)"'VH)g2n =0

und somit Xz = (JT)"!'VH tangential an die
Hohenflachen von H ist.

2.1 Symplektische Vektorraume

Wie immer ist es niitzlich, zunéchst den linearen Fall zu verstehen. Wir betrachten dazu sym-
plektische Vektorrdume und lineare Hamiltonsche Systeme. Damit die Hamiltonschen Differenti-
algleichungen linear werden, muss H : R?” — R quadratisch sein, also

H(z) = H(0) + & (z, Az)
mit A € M(2n,R). Dann ist
VH(z) = 1(Az + ATz).
Also kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass A symmetrisch A = AT und H(0) = 0 ist. Dann ist

VH(z) = Ax
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

und die Hamiltonschen Gleichungen sind linear,
= (JI) " Au.
Setzt man B := (J7)7'A, so ergibt sich aus
Blj=ATJ1'J=AT=A4 und JB=JJN)'A=—-JJ A=A,

dass
B'J+JB=0.

2.1 Definition. Eine Matrix B € M(2n,R) heifit infinitesimal symplektisch, falls
B'J+JB=0.

Der Unterraum der infinitesimal symplektischen Endomorphismen wird mit sp(2n) C £(R?"?)
bezeichnet. Es gilt tr B = 0 fiir B € sp(2n), da

tr B = —tr (BJ?) = —tr (JBJ) = —tr (BY) = —~tr B.

2.2 Proposition. Lineare Hamiltonsche Systeme sind volumenerhaltend bzgl. des Lebesguema-
Bes A auf R?™: es gilt also

A(A) = M@ (A))  fiir alle A € B(R?").

Geometrisch formuliert gilt
dNHe =g,

wobei e =dg' A... Adg® Adp' A ... Adp™ die kanonische Volumenform auf R?” ist.

Beweis. Es ist
X (z) =ePr  und  det(e!P) =B =0 =1,

Also folgt die Aussage mit dem Transformationssatz. O
2.3 Bemerkung. Ein linearer Hamiltonscher Fluss erhélt nicht nur das Volumen, es gilt auch

(@; )T jokn = J.
Beweis. Ubung. O

Also lasst ein linearer Hamiltonscher Fluss die schiefsymmetrische Bilinearform
wo : R xR 5 R, wo(u,v) = (u, Jv)gen

invariant, d.h.
wo(q)f(Hu, @f(Hv) = wo(u,v),

dhnlich wie eine orthogonale Transformation das kanonische Skalarprodukt (-, -)g2n des R?" inva-
riant lésst.

2.4 Beispiel. Der harmonische Oszillator
Sein =1, also M = R?,

1 w? 0 1
H(q,p) = 50"+ 5 ¢° und J=<_1 0)-

Dann lauten die Hamiltonschen Gleichungen

y - o _ 5o — _w?
Q="7,@P) =P, P=-3QP)=-uQ.
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2.1 Symplektische Vektorrdume

N

N,

Es ist H quadratisch, = ¢owat.
H vH

H(z):%@:,A@ mit A:(“2 0),

und §t{n‘ : :

JVH

= (J)'WVHou = (JT) 1 Au = ( _0 ) L >u

Also ist

1 .
<I>5(H S cos'wt w St und  det @f(H =1.
—wsinwt coswt

Wir zeigen nun, dass schiefsymmetrische Bilinearformen eine sehr einfache Normalform haben.
Dies ist z.B. analog zu der Diagonalform symmetrischer Bilinearformen zu sehen.

2.5 Satz. Normalform fiir schiefsymmetrische Bilinearformen

Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und w eine schiefsymmetrische Bilinearform mit Rangw =
r, wobei der Rang von w gleich dem basisunabhéingigen Rang der darstellenden Matrix J;; :=
w(e;, e;) ist.

Dann gilt r = 2m fiir ein m € Ny und es gibt eine Basis in der J folgende Form hat:

0 Lyxm 0O
J=| “Lpxm 0 0 | €M(nxn,R).
0 0 0

Beweis. Fiir w # 0 existieren a, by € V mit ¢ 1= w(as, l;l) #0.
Setze a1 := a1/c1 und by = b;. Es ist dann

w(al, al) = w(bl, bl) =0

und
w(al,bl) =1= —w(bl,al) .

Wir definieren den Unterraum P; = Span{ai, b1} C V und das symplektische Komplement
PY={veV]|w(,u) =0 fir alleu € P }.
Es gilt in diesem speziellen Fall, dass Pi’ N Py = {0} und P’ + P; =V, denn fiir v € V gilt
v —w(ar,v)by +w(bi,v)a; € Py.

(Warnung: Fiir allgemeine Unterrdume W C V gilt weder W¥ N W = {0} noch W* + W = V.
Dazu spéter mehr.) Nun betrachtet man w eingeschrénkt auf den n — 2-dimensionalen Unterraum
Py und konstruiert induktiv aj, b; und P; solange, bis w|p« = 0 ist. Die gesuchte Basis von V
erhélt man dann, indem man (aq,...,am,b1,...,by) beliebig zu einer Basis von V ergénzt. [
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

2.6 Definition. Symplektische Formen, Rdume und Abbildungen

(a)

(b)

Eine nichtentartete schiefsymmetrische Bilinearform w : V' xV — R auf einem R-Vektorraum
V heiit symplektische Form. Das Paar (V,w) heifit dann symplektischer Vektorraum.
Mit Satz 2.5 gilt dim V = n = 2m fiir ein m € N.

Sind (V,w) und (W, o) symplektische Radume, so heifit eine lineare Abbildung f: V — W
symplektisch, wenn
ffo=w,
also
fro(u,v) :=o(fu, fv) =w(u,v) fir alle u,v € V.

2.7 Bemerkung. (a) Satz 2.5 besagt nicht, dass jede schiefsymmetrische Matrix #hnlich zu

obiger Normalform ist. Denn die darstellende Matrix J einer Bilinearform transformiert sich
unter einem Basiswechsel S geméf J = S7JS und nicht wie die darstellende Matrix A einer
linearen Abbildung, fiir die ein Basiswechsel eine Ahnlichkeitstransformation A = S~1AS
ist.

Die symplektischen Endomorphismen f € £(V) sind also diejenigen, die die symplektische
Form w erhalten, d.h. f*w = w erfiillen. Sei A die darstellende Matrix von f und J die
dartsellende Matrix von w in einer beliebigen Basis von V. Es ist f symplektisch, genau

dann wenn (Ubungsaufgabe)
ATJA=J.

Also ist mit Bemerkung 2.3 jeder lineare Hamiltonsche Fluss @tX " gymplektisch. Multipli-
ziert man obige Gleichung mit J~!, so ergibt sich J"'AT.J A = 1. Also gilt fiir symplekti-
sches A, dass

A7t =g71ATT,
was wir im folgenden mehrmals verwenden werden.

Es ist zwar jede symplektische Abbildung volumenerhaltend, da wegen

I -1 _ —1 4T 7y _ T _
Totd =detA™" =det(J "A"J) = detA’ =detA

|detA| = 1 gilt. Im Allgemeinen ist aber nicht jede volumenerhaltende Abbildung sym-
plektisch. Sei beispielsweise R* mit der kanonischen symplektischen Form wy versehen und
f: R* — R* die Abbildung (z1, 9,3, 24) + (—21, —22, 23, 74), dann ist f sogar orthogo-
nal, aber nicht symplektisch, da w(f(e1), f(es)) = —w(e1, e3).

2.8 Proposition. Sei (V,w) ein symplektischer Raum und f € £(V) eine symplektische Abbil-
dung. Dann gilt detf = 1, es ist also f sowohl volumen-, als auch orientierungserhaltend.

Beweis. Sei dimV = n = 2m und (e;) eine Basis, in der die darstellende Matrix J von w Normal-
form hat, also

m

w = g el N ety

J=1

wobei (e¢7) die zu (e;) duale Basis von V* bezeichne. Dann gilt

(_1)(m—1)m/2

e=e' NN Nt = WA Aw .
m—mal
Damit folgt aus f*w = w auch f*e = ¢ und somit
e= ffe=det(f)e,
also det f = 1. O
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2.1 Symplektische Vektorrdume

2.9 Proposition. Die symplektische Gruppe

Sei (V,w) ein symplektischer Raum, dann bildet die Menge der symplektischen Endomorphismen
f:V — V unter Komposition eine Gruppe, genannt die symplektische Gruppe Sp (V,w).

Beweis. Ubung. O

2.10 Bemerkung. Sei f € Sp(V,w) und A € C Eigenwert von f. Dann sind auch A\, A~! und
A~! Eigenwerte von f.

Beweis. Da f reell ist, ist mit A auch A\ Eigenwert. Wir miissen also nur zeigen, dass auch A~!
ein Eigenwert ist (A # 0, da f invertierbar). Seien A und J wieder darstellende Matrizen von f
und w, und betrachte das charakteristische Polynom:

det(A — M) = det(AT — 1) = det(J (AT = \1)J) = det(J1ATT — A1)

= det(A7! =) = det()\A’l(% —A))

1
= (N2 det(A™) det(A - <1).

2.11 Satz. Eigenwerte symplektischer Abbildungen

Sel f € Sp(Y, w) und A € C Eigenwert von f mit algebraischer Vielfachheit k. Dann sind auch
A, A=t und A~! Eigenwerte mit Vielfachheit k. Sind +1 oder —1 Eigenwerte, so haben sie gerade
Vielfachheit.

Beweis. Fiir P(\) = det(A — A1) gilt nach obiger Bemerkung, dass P(A) = A*™P(3). Sei Ao der
Eigenwert der Vielfachheit k, also

P(N) = (A= 20)"Q(N)

und
1 1

1 k
P = (A= 20" Q) = W) (1= — 1) @OY.
DX = A= 20f0) = (o) (- - 5) e
Da Q(\) ein Polynom vom Grad 2m — k ist, ist
k
1
% -Q(A) ein Polynom in 1
Also ist /\io eine Nullstelle der Multiplizitdt ¢ > k von P( %) Vertauschen der Rollen von Ag und

)%0 liefert £ = k. Nun gilt A\g = 1/A¢ genau dann wenn \g € {£1}. Da dimV = 2m gerade ist und
da die Zahl der anderen Eigenwerte gerade ist, miissen +1 und —1 zusammen gerade Multiplizitét
haben, wegen det A = 1 aber dann auch einzeln. O

Fiir dimV = 2 treten folgende Fille fiir die Eigenwerte einer symplektischen Abbildung auf:

-
N

A=A=1=1 A=i=1=11

O A
NI

>l

N

>
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

Qualitativ konnte f jeweils ein Element aus den folgenden Fliissen sein:

N

=S
NS

2.12 Bemerkung. Wie SO(R") ist auch Sp(R?*") C L(R?") eine Untermannigfaltigkeit und
insbesondere ein topologischer Raum. Betrachtet man Wege in Sp(R?"), so liefert der obige Satz
beispielsweise, dass die Eigenwerte den Einheitskreis bzw. die reelle Achse nicht verlassen kénnen,

solange sie isoliert sind:

2 7
A WA WaER
NPANVANSS

Dieses Verhalten ist wichtig, wenn wir Storungen Hamiltonscher Systeme betrachten.

S
dh

Wir haben bereits beim linearen Hamiltonschen Fluss gesehen, dass eine infinitesimal symplek-
tische Abbildung B eine symplektische Abbildung CI’f( H — e!B erzeugt. Diesen Zusammenhang
wollen wir nun etwas allgemeiner verstehen.

2.13 Definition. Infinitesimal symplektische Abbildung

Eine lineare Abbildung B € £(V') heifit infinitesimal symplektisch beziiglich einer symplekti-
schen Form w, wenn

w(Bu,v) + w(u, Bv) =0 fir alle u,v € V.

Den Vektorraum dieser Abbildungen bezeichnen wir mit sp(V,w).

2.14 Definition. Lie Algebra

Eine Lie-Algebra ist ein Vektorraum V mit einer bilinearen schiefsymmetrischen Abbildung
[, ]: VXxV =V,
welche die Jacobi-Identitét
[A, B, C]] n [C, A, B]} + [B, c, A]} —0 firalle A B.CEV
erfiillt.

2.15 Lemma. Der Kommutator
Der Kommutator von A, B € L(V) sei

[A,B] .= AB — BA.

Es ist (sp(V,w), [, ]) eine Lie-Algebra.
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2.2 Hamiltonsche Mechanik auf symplektischen Mannigfaltigkeiten

Beweis. Offensichtlich ist (L£(V), [, -]) eine Lie-Algebra. Es bleibt also zu zeigen, dass mit A, B €
sp(V,w) auch [A, B] € sp(V,w):

w([A, Blu,v) + w(u, [A, Blv) = w(ABu,v)— w(BAu,v)+ w(u, ABv) — w(u, BAv)
= —w(Bu, Av) + w(Au, Bv) — w(Au, Bv) + w(Bu, Av)
= 0.

O
Analog zu Satz 2.11 findet man fiir die Eigenwerte infinitesimal symplektischer Abbildungen den

folgenden Satz.

2.16 Satz. Eigenwerte infinitesimal symplektischer Abbildungen

Sei (V,w) ein symplektischer Raum und B € sp(V,w). Ist A Eigenwert von B der Multplizitét k,
so sind auch —A; A und —A\ Eigenwerte der Multiplizitdt k. Ist Null Eigenwert, so hat er gerade
Multiplizitét.

Fiir B € sp(R?,wy) treten also folgende Fille auf:
(a) A =ia fir « € R, also A = —\
(b) A = 0 zweifach entartet
() A=afiir a € R, also A = A

2.17 Bemerkung. zu Lie-Gruppen

Durch Exponentieren von Endomorphismen in sp(V,w) erhélt man Abbildungen in Sp(V,w):

Lie-Algebra . Lie-Gruppe
sp(V,w) Sp(V,w)
B — eP

Fine Lie-Gruppe ist eine Mannigfaltigkeit G die gleichzeitig eine Gruppe ist, und zwar so, dass die
Gruppenverkniipfung G — G : g — f o g fiir jedes f € G glatt ist. Beispiele sind eben Sp(V,w),
SO(R™) oder SU(C™).

. . n
Beweis. Es ist ef = 370° / BL also

w(ePu,ePv) = 3% L w(B"u,ePv) =30 (;Ll!)nw(u,B”er)
B B )

= w(u,e” = w(u,v).

O

Der Kommutator der Lie-Algebra kommt ins Spiel, wenn man den Kommutator der Gruppenele-
mente nahe der Identitit betrachtet,

eaAeaB _ eeBeeA — 62[14, B] + 0(53).

2.2 Hamiltonsche Mechanik auf symplektischen Mannigfaltigkeiten

2.18 Definition. Symplektische Mannigfaltigkeit

FEine symplektische Form auf einer Mannigfaltigkeit M ist eine geschlossene, nicht entartete
2-Form w auf M, also w € Aa(M) mit dw = 0. Das Paar (M, w) heifit symplektische Mannig-
faltigkeit.
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

2.19 Bemerkung. (a) Aus Satz 2.5 folgt, dass die Dimension von M gerade sein muss.
(b) Falls w exakt ist, so heiit (M,w) exakt symplektisch.
(c) Auf M = T*R" ist wy := Z?:l dg’ A dp’ die kanonische symplektische Form.

Wie wir wissen (vgl. Bemerkung 1.61), liefert eine nichtentartete 2-Form w einen Isomorphismus
von ToH(M) und T(M) :

XeTlm X" =wlX, ) =ixw e T (M).

2.20 Definition. Hamiltonsche Vektorfelder

Ein Vektorfeld X € 73 (M) auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit (M, w) heifit Hamilton-
sches Vektorfeld, wenn w(X,-) eine exakte 1-Form ist, bzw. lokal Hamiltonsch, falls w(X,-)
geschlossen ist.

Fiir H € TP (M) heiBt das durch w mit dH assoziierte Vektorfeld X, also

w(Xg,)=dH,

das von H erzeugte Hamiltonsche Vektorfeld.
Die Abbildung C®(M) — T3 (M), H — Xy ist linear, also Xp, g, = Xp, + Xp, und Xy =
aXpy fir o € R.

2.21 Beispiel. Fiir 7*R" = R} x R} und eine symplektischen Form w € Ao(T*R") sei J;; =
w(e;, ej). Fur H € C°(T*R") folgt

w(Xg,Y)=dH(Y) VY €T3 (T*R") X4yJiY?P=YIo;H VY € Ty (T*R™)
JiiXy=0;H VYji=1,...,2n
J'Xy =VH

Xy =JN"'VH.

t oo

Hat J die kanonische Form Jy = —0]1 ]é >, so ergeben sich wegen (JOT )yl = Jp fiir das
Hamiltonsche Vektorfeld Xz mit
OH OH
(XH)]_ und (XH)]'F’VL:_iv j:17 , 1,

~ Op; dq;

die iiblichen Hamiltonschen Gleichungen.

Es stellt sich die Frage, in welchem Sinne wg auf T*R™ kanonisch ist? Wie wir nun zeigen, lasst
sich auf beliebigen Kotangentialbiindeln 7*M eine kanonische symplektische Form definieren.
Dazu definieren wir zunéchst die kanonische 1-Form ©g auf T*M und dann wg als deren duflere
Ableitung.

Sei y = (z,v*) € T*M (also z € M und v* € T M) und Y € T,H(T*M), dann sei

(€)Y () = (v | 7Y (v))
m m m m
T;(T*M) T,(T*M) T;M  T,M

wobei 7 : T*M — M die Projektion (x,v*) +— z auf den Fupunkt sei und somit die Tangential-
abbildung eine Abbildung
Tr:T(T*M) —-TM

ist. Op(y) wirkt auf Y (y) also wie v* auf T'n(Y (v)).
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2.2 Hamiltonsche Mechanik auf symplektischen Mannigfaltigkeiten

Y(y) € T,(T"M)

M

M

TrY (y) € T,M

T:M

2.22 Definition. Die kanonische symplektische Form

Die oben definierte Form ©g € T(T* M) heifit kanonische 1-Form auf dem Kotangentialbiindel.
Die Form wy = —d©g € TL(T*M) heifit kanonische symplektische Form auf dem Phasenraum
P=T*M.

2.23 Bemerkung. In einer Biindelkarte T*p : T*V — T (V) = ¢(V) x R® C Ry x R}
bezeichnen wir die Koordinaten im ersten Faktor mit ¢ und im zweiten mit p. Ein Punkt (q,p) €
T*M bezeichnet also den Kovektor p;dq’ € Ty M am Punkt g € M.

Ein Vektorfeld Y € 7, (T* M) kénnen wir dann lokal als

Y(q,p) = v"(¢,p) Oy, +w'(q,p) Op,

schreiben, wobei der Index i jetzt von 1 bis n lauft. Es ist

Tﬂ'Y(q,p) = UZ(Qap) aﬁh’

und

(Go(q,p) !Y(q,p)) = (p;d¢’ |v'(q,p) 0¢;) = piv'(q.p) = (p;dd’ | Y (q.p)) -

Daher gilt ©g = pjdqj, wobei zu beachten ist, dass ©g eine 1-Form auf 7*M und nicht auf M
ist! Allerdings verschwindet ©g auf allen Vektoren tangential an die Fasern von T* M.

Fiir die kanonische symplektische Form ergibt sich dann
wo = —dOy = —dp’ Adq’ = dg’ Adp*.

Es ist wg also insbesondere nicht entartet und definiert tatsdchlich eine symplektische Form.
Die darstellende Matrix beziiglich der Koordinatenbasis (9y,,...,04,,0p,,-.,0p,) hat auf dem

gesamten Kartengebiet die Form
< 0 Tuxn >
_]lnxn 0 '
2.24 Satz. Darboux

Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit der Dimension 2n und x € M. Dann existiert eine
Karte (V, ) mit z € V, so dass mit ¢ : V — R?", p(x) =: (q(x), p()), auf ganz V gilt

n
w = qui Adpt.
i=1

Eine Karte in der w diese Form hat heif3t kanonische Karte oder Darboux-Karte.

Beweis. Wir zeigen eine etwas allgemeinere Aussage:
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

2.25 Lemma. Moser’s Trick

Seien Uy, U; € R2" offene Umgebungen von 0 € R?” und wy,w; symplektische Formen auf Uy
bzw. U;. Dann existiert eine offene Umgebung U C Uy N U; der Null und ein Diffeomorphismus
F:U — U mit wy|ly = F*(w1]y) und F(0) = 0.

Die Aussage des Satzes folgt dann, indem wir in einer lokalen Karte (V, @) setzen: Uy = @(V),
Up = R*™, wy = @g.w und wy = Y 1, dg' A dp'. Die Karte (V,¢) ist dann gegeben durch V =
o HU) und ¢ = F o @ly. O

Beweis. von Moser’s Trick. Mit Satz 2.5 kénnen wir durch eine lineare Transformation des R2”
erreichen, dass wp(0) = w1(0). Aus Griinden der Ubersichtlichkeit fithren wir diese Transformation
im folgenden nicht mit.

Den Diffeomorphismus F' = F} konstruieren wir als Losung der Differentialgleichung

d
—F, =Xy 0 F
dt t t© L't
mit Anfangswert Fy = Id und einem noch zu konstruierenden zeitabhingigen Vektorfeld Xj.
Dabei ist X; so beschaffen, dass
Ly,w =wp—w1 mit w:=(1—t)wp+ twy (%)

gilt. Damit folgt aber, dass fiir alle Zeiten F;w; = wp gilt, denn Fjwy = wp und

d ., . d
aFt wy = Fj (Ltht + &wt) =0.
Um nun X; mit der Eigenschaft () zu finden, stellen wir zunéchst fest, dass w;|y fiir alle t € [0, 1]
eine symplektische Form ist, wenn wir nur die Umgebung U der Null klein genug wéhlen. Denn
wi(0) = wp(0) = w1(0) ist konstant und nicht entartet fiir alle ¢.

Wihlen wir U zusammenziehbar, so ist auf U die geschlossene Form wg —w; exakt, also wg— w1 =
df. Andererseits ist auch w; geschlossen und mit Cartan’s Formel gilt Lx,w; = dix,w;. Wir miissen
also

iXt Wt = 9 + df

fiir ein beliebiges f € Ag(U) und alle ¢ € [0, 1] erreichen, um (%) zu bekommen. Da w; auf U
nicht entartet ist, gibt es aber zu jedem f so ein X;. Durch geeignete Wahl von f erreichen wir
6(0) + df(0) = 0 und somit X;(0) = 0 und F3(0) = 0 fiir alle ¢ € [0, 1]. O

2.26 Bemerkung. Man kann also auf jeder symplektischen Mannigfaltigkeit durch geeignete
Koordinatenwahl w auf die Normalform w = 7" | dg’ A dp’ bringen, und zwar nicht nur punkt-
weise, sondern jeweils lokal auf einer offenen Umgebung.

Fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten gilt kein analoges Resultat. Man kann zwar zu (M, g) und
z € M eine Karte finden mit g(z) = Y. | d¢' ® d¢’ aber

glv = dq' ® d¢'

fiir eine offene Umgebung V' von x ist genau dann moglich, wenn die Kriimmung von g auf ganz
V verschwindet, g also flach ist.

Ein zentrales Resultat der klassischen Mechanik ist der Satz von Liouville, der besagt, dass Ha-

miltonsche Fliisse (also Fliisse zu Hamiltonschen Vektorfeldern) symplektisch sind, also die sym-
plektische Form invariant lassen.
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2.2 Hamiltonsche Mechanik auf symplektischen Mannigfaltigkeiten

2.27 Satz. Liouville

Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit mit dimM = 2n und Xy das von H € C*(M)
erzeugte Hamiltonsche Vektorfeld. Dann gilt fiir den von X erzeugten Fluss

X
O M w =w

und somit auch
X WA AW =wA - Aw firl <k<n.

k—mal k—mal

Beweis. Es ist

LXHOJ: (iXHd+diXH)w:iXH dw +ddH =0.
=0 =0

Wegen @é(H =1d, also @é(H*w = w, und

d
a@tx’{*w =& [y, w=0

folgt dann die Aussage. O

2.28 Definition. Das Liouville-Maf3

Die Volumenform

(n—=1)n

Q.- D=7

; WAWA - ANw € Agp(M)
nl —_—

n—mal

heiflt das Liouville-Ma#f. In jeder kanonischen Karte gilt
Q=dg" A---Adg" Adpt A+ Adp™.

2.29 Korollar. Invarianz des Liouville Mafles
Ein Hamiltonscher Fluss ;¥ 18t Q invariant, d.h.

X0 = Q.
Hamiltonsche Fliisse sind also volumenerhaltend.

2.30 Definition. Die Poissonklammer

Sei (M, w) eine symplektische Mannigfaltigkeit und f, g € C°°(M). Die Poissonklammer von f
und g ist die Funktion

{f.9} = w(Xy, Xg) € CF(M).
Es gilt offenbar

{f9} = WXy, Xy) = ix,w(Xy,) = ix,df = Lx,f = —Lx;9.
2.31 Bemerkung. In einer kanonischen Karte gilt
n
9f o9 Of Oy
91 =3 (5 3~ o o)
im1 q; Op; Di 04
Fiir die Koordinatenfunktionen gelten dann die kanonischen Relationen

{gi,4;} ={pi,p;} =0 und  {g,pj} = 0i;.
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

2.32 Proposition. Die Liouvillegleichung

Es sei @7 der von Xy erzeugte Fluss mit g, H € C°°(M). Dann 16st g(t) := g o ! die Liouvil-
legleichung

< 9(t) = {o(t), H}.

Es ist g(t) = ¢(0) falls {g, H} = 0, und somit insbesondere H(t) = H o ®f = H.
Beweis. Ubungsaufgabe O

2.33 Definition. Symplektische Abbildung und kanonische Transformation

Seien (M,w) und (N, o) symplektische Mannigfaltigkeiten. Eine glatte Abbildung ¥ : M — N
heifit symplektisch, falls

U =w.

Ein symplektischer Diffeomorphismus heifit Symplektomorphismus oder kanonische Trans-
formation.

2.34 Proposition. Kanonische Transformation von Hamiltonschen Vektorfeldern
Sei U : M — N eine kanonische Transformation und f € C°°(N). Dann gilt

U X = Xy=¢.
Beweis. Da w nicht entartet ist, folgt dies aus

W(Xyep,Y) = AW P)Y) = (Tdf)(Y) = df(L.Y) = (X}, T.Y)
= (L) (X[, 0,Y) = w(T*X},Y).

2.35 Korollar. Die Lieklammer Hamiltonscher Vektorfelder

Die Lie-Klammer Hamiltonscher Vektorfelder ist wieder ein Hamiltonsches Vektorfeld und zwar

[(Xg, Xf] = X101 -
Beweis. X, erzeuge den lokalen Fluss @, dann ist nach Proposition 2.34
Dy Xy = Xozy

und Ableiten bei t = 0 liefert
Lx, Xy = XLng,

da die Abbildung f ~ X ja linear ist. Nun ist nach Definition 2.30 Lx,f = {f,g} und nach
Definition 1.101 Lx, X = [Xg, X7]. O

2.36 Korollar. Die Form der Hamiltonschen Gleichungen ist unter kanonischen Transformatio-
nen invariant: Sei H € C*°(M) und (g, p) eine kanonische Karte auf M. Dann ist nach Beispiel 2.21

in dieser Karte -
= oH OH
Xg = 9 = —— 0, — — Oy, .

Sei nun ¥ : M — N eine kanonische Transformation und K := U,H = H o U1, Dann ist
(Q, P) = (¢q,p) o P! eine kanonische Karte auf N und in dieser Karte ist

K
U, Xy =Xk = < Wk ) :
9Q
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2.2 Hamiltonsche Mechanik auf symplektischen Mannigfaltigkeiten

Beweis. Die Aussage VU, Xy = X wurde bereits in Proposition 2.34 gezeigt. Es bleibt zu zeigen,
dass (@, P) eine kanonische Karte ist, was aus

U(anan) = 0’(\11*(9%., \Ij*apj) = \I]*O-(aqi’apj) = W(aqz‘v apj)

folgt.

2.37 Satz. Der Vektorraum der glatten Funktion C* (M) bildet mit der Poissonklammer
{,}:C®(M) x C*(M) = C>®(M)
eine Lie-Algebra.

Beweis. Bilinearitdt und Antisymmetrie der Poissonklammer sind klar. Die Jacobi-Identitét folgt
aus der Jacobi-Identitét fiir die entsprechenden Vektorfelder mit Korollar 2.35. OJ

Die zugehorige Lie-Gruppe ist die Gruppe der kanonischen Transformationen.

Es gibt aber noch andere Méglichkeiten, kanonische Transformationen zu ,erzeugen“. Wir be-
trachten zunédchst wieder den linearen Fall.

2.38 Definition. Isotrope und Lagrangesche Unterrdume

Sei (V,w) ein symplektischer Vektorraum und F' C V ein Unterraum. Das symplektische Kom-
plement von F' ist der Unterraum

F*={veV]|w,f)=0 VfeF}.

Ein Unterraum F' C V heifit isotrop, wenn F' C F*“, also wenn w|r = 0, und Lagrangesch, falls
F=r"v.
2.39 Beispiele. Sei V =R} x R} und w =wp =), dg’ A dp'.

(a) i =V = Fy={0}

(b) o =Ry x {0}, = FY="

(c) F3={0}g xR} = Fy=F;

2.40 Satz. Dimensionsformel
(a) dimF + dimF¥ = dimV
(b) F=F¥ <« FCF¥unddimF = idimV

Beweis. In einer kanonischen Basis gilt
F*={veV|{Jf)y=0 VfeF}

Also ist F“ das orthogonale Komplement von JF und offensichtlich ist dimJF = dimF. Das
zeigt (a). Aussage (b) folgt sofort aus (a). O

2.41 Definition. Direkte Summe symplektischer Vektorriume

Seien (Vi,w1) und (V2,wq) symplektische Vektorrdume und 7; : Vi x Vo — Vi, @ = 1,2, die
Projektionen. Dann ist
w1 O wy = TI'T(,L)l — 7T§cd2

eine symplektische Form auf Vi x V5.
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

Beweis. Bilinearitdt, Antisymmetrie und voller Rang folgen alle sofort aus der Definition

w1 © wa((v1,v2), (w1, w2)) = wi(vy,w1) — wa(ve, wa) .

2.42 Satz. Kanonische Transformationen und Lagrangesche Unterrdume

Ein Isomorphismus A : V; — V5 symplektischer Vektorrdume (Vi,w;) und (Va,ws) ist genau dann
symplektisch, wenn sein Graph

'y ={(v,Av)|ve WV} C Vi x Vs
Lagrangesch ist bzgl. der symplektischen Form w; © wa.

Beweis. Da I"4 ein Unterraum der Dimension %dim(Vl x Va) ist, ist er genau dann Lagrangesch,
wenn er isotrop ist. Es ist nun I'y C I'Yy genau dann wenn

w1 Swa ((v, Av), (w, Aw)) =0 fiir alle v,w € V;,

also
w1(v,w) — we(Av, Aw) =0 fiir alle v,w € V7.

Das ist genau dann der Fall, wenn A symplektisch ist. O

2.43 Definition. Isotrope und Lagrangesche Untermannigfaltigkeiten

Sei (P,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit und I : L — P die Einbettung einer Unter-
mannigfaltigkeit L. Es heifit L isotrop, wenn [*w = 0 und Lagrangesch, wenn auflerdem
dim L = %dim P.

2.44 Beispiel. Fiir dim P = 2 ist jede eindimensionale Untermannigfaltigkeit L Lagrangesch, da
I*w eine 2-Form auf L und damit Null ist.

2.45 Satz. Kanonische Transformationen und Lagrangesche Untermannigfaltigkeiten

Sei ¥ : P| — P; ein Diffeomorphismus der symplektischen Mannigfaltigkeiten (P;,w;). Dann ist
U genau dann symplektisch, wenn der Graph

I'y = {($,\I/(1')) ‘.’B S Pl} C P x Py

von ¥ eine Lagrangesche Untermannigfaltigkeit von P; x P beziiglich der symplektischen Form
Q = w1 © wsy ist.

Beweis. Analog zu Satz 2.42 (Ubung). O

Wir fiithren nun den in der Physik sehr wichtigen Begriff der erzeugenden Funktion einer
kanonischen Transformation ein. Dazu sei zunéchst (P, w) eine symplektische Mannigfaltigkeit
und I : L — P eine Lagrangesche Untermannigfaltigkeit. Da die symplektische Form w nach
Definition geschlossen ist, ist sie lokal exakt. Es existiert also fiir alle z € L eine Umgebung
U C P von z und eine 1-Form © auf U mit w|y = —dO. Wegen

0=I"'w=-I"d® = —-dI"©

ist I*© geschlossen und wiederum lokal exakt. Es existiert somit eine Umgebung V' C L von =z
und eine Funktion S auf V mit
—I'ely =ds.
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FEine solche Funktion S heifit erzeugende Funktion fiir die Lagrangesche Untermannig-
faltigkeit L. Fiir sich genommen ist das noch nicht wirklich niitzlich, da S ja auf L lebt. Wir
werden aber gleich sehen, dass man mit Hilfe erzeugender Funktionen Lagrangesche Unterman-
nigfaltigkeiten zu kanonischen Koordinatentransformationen finden kann:

Sei W : My — My eine kanonische Transformation, dann ist (lokal)
Q:=wi Bwy =—dO

mit
@::@1@@2=7TI@1—7T;@2 auf My x Msy.
Wir verwenden lokale Koordinaten (¢, p) auf M; und (Q, P) auf My, wobei

(Q.P)=(q,p)o¥™!

sei. Nach dem Satz von Darboux kénnen wir ©; = p;dg’ annehmen und somit ©, = ¥,0; =
P,dQ". Also ist
© = pidg' ~ PdQ".

Es geht uns nicht darum, zu gegebenen ¥ die erzeugende S zu konstruieren, sondern umgekehrt,
aus einer Funktion S eine kanonische Transformation ¥ zu erhalten. Dabei ist ja die zugehorige
Lagrangesche Untermannigfaltigkeit L noch nicht bekannt. Deshalb nehmen wir an, dass zumin-
dest lokal eines der Koordinatenpaare (¢, Q), (¢, P), (p, Q) oder (p, P) auch Koordinaten fiir das
noch zu bestimmende L sind.

Man unterscheidet deshalb die folgenden vier Fille:
(1) Es sei S eine Funktion S1(g, Q) von (g1, , ¢n, Q1, - Qn). Aus dS; = —I*O folgt

05, ,, 051 ~ ) ,
— 1 [ i 7 iDz 7 ,
ds; 94 dq" + 20, d@Q pidq’ + P;dQ
also 95 95
1 1 .
P = — P=_— ¢t =1,...,n.
P B4 und 90, ir ¢ n

Falls man p = —%‘?(q, @) nach @ auflésen kann, also die Abbildung

051

Q _Tq(q’ Q)

invertierbar ist, also
051
det
e (aQiaq) 70
ist, so definiert Sy iiber
851 o 851

eine lokale kanonische Transformation:

t={ (0t 0). (@ 55 Q) ) € M d | (@@ e U

ist Lagrangesche Untermannigfaltigkeit, da
I'Qo=-1'de =dds; =0

und dimL = $dim(M; x Ma).
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

(2) Es sei S nun eine Funktion Sy(g, P) und © = © + d(Q;P;) = pid¢’ + Q;dP’. Dann gilt

immer noch d© = d© = —Q. Wie zuvor erhalten wir aus
Sy . . 0Sy . ~
dSy; = d¢* + —=dP'=-I"©
dass 58 58
2 2
=——=(q,P d =——Z=(q,P
P 94 (¢,P) und @ 5p (@ F)

eine lokale kanonische Transformation definiert, falls

det <8(igi%> #0 ist.

(3) Fiir S = S3(p,Q) und © = © — d(g;p;) = —qidp’ — P;dQ" ergibt sich

oS3,  0S3 . ~
= 4 _— P — —I*
dSs o, dp’ + 3 Z‘dQ O,
also S oS
3 3

(4) Fiir S = Sy(p, P) und 0=0+ d(Q; P; — qipi) = —q;dp* + Q;dP! ergibt sich

ds, = dP' = —I*©

0Sy ., ; 084
Op; vt 0P,
also

854 8S4

q=7p(p,P) und Qz—afp(p,P)-

2.46 Bemerkung. Allgemeiner kann man natiirlich S als Funktion von n der 2n Variablen
(q15--,qn;D1,---,pn) und n der 2n Variablen (Q1,...,Qy, P1, ..., P,) ansetzen. Lokal kann man
jede kanonische Transformation in mindestens einer solchen Weise schreiben.

2.47 Beispiel. Harmonischer Oszillator

Sei M = T*R mit der kanonischen symplektischen Form wy = dg A dp und H = %(p2 + w?g?).
Wir suchen eine kanonische Transformation (¢,p) — (Q, P) so, dass K(Q,P) = w P gilt. Ein
naheliegender Ansatz ist

p(Q,P) = V2Pwcos(Q)

9@, P) = ﬁsin(Q)

Um zu zeigen, dass diese Transformation kanonisch ist, suchen wir eine erzeugende Funktion
S(q, Q). Es ist % = wcot(Q), also p = wq cot(Q) = —g—g. Als Kandidat ergibt sich somit S(q, Q) =

—¥ ¢*cot(Q). Da auch P = 25?;13?@) = % gilt, ist (*) kanonisch und in den neuen Koordinaten

liefert K(Q, P) = w P die sehr einfachen Bewegungsgleichungen

(%)

0K

oK
@=3p

= w un = =V,
deren Lésungen

Q) =wt+Qo,  P(t)=Py=: g
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sich direkt ablesen lassen. Eingesetzt in () erhilt man die Losung in den urspriinglichen Koor-
dinaten,

p(t) = V2E cos(wt+ Qp)

qt) = \/fsin(wﬂr@o)-

2.48 Beispiel. Bewegung im radialsymmetrischen Potential

Sei nun M = T*R? wy = dg¢' A dp' + d¢? A dp? und H(q,p) = %pQ + V(q) mit V € C*(R?)
radialsymmetrisch, also V(¢) = W (|q|). Der Drehimpuls L(g,p) = p X q := p1g2 — p2q1 ist dann
erhalten, da {H, L} = 0. Fiir h = H(qo,po) und ¢ = L(qo, po) bleibt die Losungskurve (q(t),p(t))
also auf der 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit

{(¢,p) | H(q,p) = h, L(q,p) = {} .
Wegen der Radialsymmetrie von V' liegt es nahe, fiir ¢ Polarkoordinaten einzufiihren, also
qu=rcose und @ =rsing,

die wir nun zu kanonischen Koordinaten ausbauen wollen. Dazu setzen wir S = S(p1, pe2, 1, @) wie
in Fall (3) an, wobei (r, ¢) die Rolle von (Q1,Q2) tibernimmt. Die dort gefundene Beziehung

a5 05 05 05)
Op1’ Ops” Or’ Oy

(a1, 2. P Py) = (
liefert dann als eine Mo6glichkeit
S = pircosp + parsing
und somit

P, =picosp+pasing und P, =1rpzcosy —rpising = paq —pige = —L.

. P2 .
Nun ist p? + p3 = P? + —% und somit

p? 2
K(r,¢,P, P,) = 5 + 2,2 +W(r)=K(r,P,)
We(r)
ein 1-dimensionales Problem, das wir direkt integrieren konnen:

7= P, = /2(h — W(r))

also

/\/Q(h iTwe(r)) :/dt:t'

Diese beiden Beispiele sind Fille von integrablen Systemen. Der Name kommt daher, dass man
in integrablen Systemen die Losung durch eine oder mehrere eindimensionale Integrationen (sog.
“Quadraturen”) bestimmen kann.
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

2.3 Integrable Systeme und das Liouville-Arnold Theorem

2.49 Definition. Integrable Systeme
Sei H € C*°(M) eine Hamiltonfunktion auf der symplektischen Mannigfaltigkeit (M,w) der

Dimension 2n.

(a) Es heiit F € C*°(M) Konstante der Bewegung, wenn

{F,H}:O,

denn gem#B Proposition 2.32 gilt dann ja F o & = F.
(b) Eine Menge {F1,..., Fi} von Funktionen F; € C°°(M) heifit in Involution, wenn

{F;,F;} =0 fir alle 4,5 € {1,...,k}.

(c) Eine Menge {F1, ..., F}} von Funktionen F; € C°°(M) heifit auf einer Untermannigfaltigkeit
N C M unabhingig, wenn dFy A --- AdFy(x) # 0 fur alle x € N.

(d) Eine Menge {F1,...,F,} von Funktionen F; € C*°(M) heifit integrabel, falls die F; in
Involution und unabhéngig sind.

(e) Eine Hamiltonfunktion H heifit integrabel, wenn zusétzlich zu H weitere n—1 Konstanten
der Bewegung F, ..., F, existieren, so dass {H, Fy, ..., F,} integrabel ist.

Wir werden zeigen, dass integrable Systeme lokal in I aber global in ¢ kanonische Koordinaten

(gol,...,(pn,fl,...,fn)
besitzen, so dass in diesen Koordinaten H(p,I) = H(I), also

) OH -

und somit
©j(t) = ¢;(0) +w;(1(0)) ¢ und I;(t) = I;(0).

Die I; nennt man Wirkungsvariable, sie sind Erhaltungsgréfien. Die ¢; heilen Winkelvariable
und wachsen linear in der Zeit mit der Winkelgeschwindigkeit w;(Z(0)).

2.50 Beispiel. Eindimensionale Systeme sind immer integrabel, da H Erhaltungsgréfie ist. Man
muss allerdings die Punkte mit dH = 0, also die stationdren Punkte aus dem Phasenraum her-
ausnehmen.

Der erste Schritt zu diesem Resultat, genannt das Liouville-Arnold Theorem, ist der folgende
Satz, in dem wir die Notation

F:M—R" xw F(x)=(Fi(z),...,Fy(z))

verwenden. Er besagt, dass die Zusammenhangskomponenten der Niveauflichen F~1({f}) von F
n-Tori oder Produkte von k-Tori mit R"~* sind. Eine Zusammenhangskomponente eines topolo-
gischen Raumes ist eine maximale zusammenhéngende Teilmenge, also eine zusammenhéngende
Teilmenge, die in keiner groferen zusammenhéngenden Teilmenge enthalten ist. Ein topologischer
Raum heiffit zusammenhéingend, wenn die einzigen Teilmengen, die offen und abgeschlossen sind,
der ganze Raum und die leere Menge sind.
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2.3 Integrable Systeme und das Liouville-Arnold Theorem

2.51 Satz. Liouville-Arnold Theorem, Teil 1

Es sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit mit dimM = 2n und {F},..., F,} seien in
Involution. Es sei f € F(M) C R" und M; eine Zusammenhangskomponente von F~1({f})
derart, dass auf My die Hamiltonschen Vektorfelder Xp,, j = 1,...,n, vollstindig sind und
dFI A ... AdF, # 0 gilt.

Dann ist My diffeomorph zu T* x R, wobei T* = (S')* den k-dimensionalen Torus bezeichne.

Beweis. Nach Definition 1.8 ist My eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Es bezeichne @{
den Hamiltonschen Fluss erzeugt von Xp,, der nach Annahme auf My global existiert. Geméf
Proposition 2.32 folgt aus {F;, F;} = 0, dass Fj o CID{ = F; fur alle 4,7 = 1,...,n, also, dass jedes
F; fiir jeden Fluss @g Erhaltungsgrofe ist. Damit ist M invariant unter allen Fliissen @g und die
X, sind alle tangential an M. Die Vektorfelder kommutieren auch alle, da wegen {F}, F} =0
auch

[Xr Xry] = Xy py =0

gilt. Daraus folgt nach Aufgabe 39, dass auch die zugehorigen Fliisse kommutieren, also
O o®) =& o®)  firalle i,j€{l,...,n}.

Betrachte nun die Abbildung
U:R" x My — My, (t,2) — ®f o...0®} (z)

mit t = (t1,...,tn). Fir Ug : My — My, Uy(x) = U(t,z) gilt ¥g = Iy, und Wg o Uy = Wy
Damit ist ¥ eine Gruppenwirkung der Gruppe R" auf M.

Wegen der Unabhéingigkeit der dFj sind auch die n Vektorfelder Xp, an jedem Punkt in My
linear unabhéngig. Fiir jedes x € My hat somit die Tangentialabbildung der Funktion

U, :R" = My, t— U,(t):=V(t,z)
bei t = 0 vollen Rang. Mit dem Satz iiber die Umkehrfunktion folgt, dass es jeweils eine Kugel

Uy um 0 € R"™ gibt so, dass |y, ein Diffeomorphismus auf sein Bild ist. Die Gruppenwirkung
ist also lokal frei, d.h. ¥,(t) = x fiir t € U, impliziert schon t = 0.

to

v, M;y

/_\

Rn

Wegen der Gruppeneigenschaft gibt es zu jedem t € R"™ eine solche Kugel (ndmlich U, + t) und
somit ist ¥, : R™ — My zumindest lokal ein Diffeomorphismus. Insbesondere ist B := ®,(R") in
My offen. Es ist B in My auch abgeschlossen: sei y € My \ B, dann ist auch ®,(U,) N B = ), sonst
konnten wir ja von y nach B flieflen und dann auch nach z. Damit ist B in My offen, abgeschlossen
und nichtleer, also B = Mj. Es gibt also zu jedem y € My ein t € R™ mit W¢(z) = y. Diese
Figenschaft der Gruppenwirkung nennt man Transitivitét.
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

Die Isotropiegruppe I' eines Punktes x € My ist durch
=T, :={teR"| V() =z}

definiert und wegen der Transitivitit von ¥ und der Kommutativitdt von R™ unabhéngig von x:
sei T € 'y, dann folgt

Trans. Komm.

V- (y) Ur(Te(x) =" We(Vr(2) = Ue(z) =y,

also auch 7 € I'y. Da die Gruppenwirkung lokal frei ist, ist U, N I' = {0} und fir 7 € T ist
(t+U,)NT = {r}. Damit ist I eine sogenannte diskrete Untergruppe des R™ und R"/I" eine
Mannigfaltigkeit: fiir jedes [t] € R"/T ist [t + Uy] := {[t + s]|s € U,} eine offene Umgebung
auf der man z.B. die Kartenabbildung ¢ : [t + U,] — Uy, [t + s] — s, definiert. SchlieBlich ist
U, : R"/T' = My wohldefiniert und injektiv, da t —s € I' genau dann gilt, wenn W, (t) = V,(s).
Da W, auch surjektiv ist und lokal ein Diffeomorphismus, ist ¥, : R"/T" — M ein Diffeomor-
phismus von Mannigfaltigkeiten.

Es bleibt zu zeigen, dass R™/I" diffeomorph zu T x R* % ist.

| §28
2.52 Lemma. Sei I' C R” eine diskrete Unter- . . *
gruppe und k := dim(spang["). Dann existieren * . .
k linear unabhéngige Vektoren f1,...,0;, € T’ . * * e,
mit ° Uy .
. U A =
° L] tl
T = spang(f1,. .., 0) == {F oili | € 7} . . . .
Beweis. Siehe z.B. das Buch von Arnold, Lem- . . .
ma 3 in Kapitel 10. O .
Somit ist

R*/T = R*"/ZF = (R/Z)* xR"™* = TFxR"*,

wobei 2 jeweils fiir die offensichtliche Diffeomorphie steht. Da wir bereits gezeigt haben, dass W,
fir beliebiges @ € My einen Diffeomorphismus von R™/T" auf My liefert, ist My diffeomorph zu
Tk x R**. Wenn M ¢ kompakt ist, muss k = n und somit M; = T" gelten. O

2.53 Korollar. Winkelkoordinaten

Es existieren Frequenzen wy,...,w, € R und Winkelkoordinaten ¢ : My — Tk x R % auf M I
in denen der von H := Fy erzeugte Fluss ® auf M; die Form

0; (D (1)) = pj(z) +w;t (mod 27 fur j e {1,...,k})

besitzt.

Beweis. Es sei {1, ...,/ eine Basis von I' C R" die wir zu einer Basis /1, ..., £, des R" ergéinzen.
Fiir festes y € My ist Abbildung ¥, : [0, 277)]“ x Rk My,

n v
(9017’9071)}—)\1/( @]J7y>
o 2

nach Konstruktion injektiv und surjektiv. Wir setzen daher ¢ = W - 1 womit

= p;(2)¢;
:‘I/ J J
x ;% Y
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2.3 Integrable Systeme und das Liouville-Arnold Theorem

fiir alle z € My folgt.
Der Vektor e; = (1,0,...,0) € R™ besitze nun die Basisdarstellung

dann ist der von H = F} erzeugte Fluss gegeben durch

o (z) = U((t0,...,0),2) = U(t-(1,0,...,0),z) =

- () e ()

J=1 Jj=1
= (Y (pi@) +twy)5t.y).
=1
wobei wir im letzten Schritt die Flusseigenschaft von ¥ verwendet haben. O
n t2 ‘k n
A7 R t, R My
2m 3>
Z oil
& 2 \IJT
4 A ’ > > =
» >
2 $1
2

2.54 Bemerkung. Eine Bewegung von dem im Korollar gegebenen Typ auf einem n-Torus heifit
bedingt-periodische Bewegung.

‘ ©2 R»

My

2m »

Fiir den zweidimensionalen Fall sieht man leicht (Ubung), dass fiir or € Q die Bahn () peri-

odisch ist. Ist 1 ¢ Q, so fiillt die Bahnkurve ¢(R) den 2-Torus T? dicht aus.

Im zweiten Schritt wollen wir nicht nur auf einem einzelnen Torus My Winkelkoordinaten einfiihren,
sondern diese auf ein offenes Phasenraumgebiet ausdehnen und durch n sogenannte Wirkungsko-
ordinaten zu kanonischen Koordinaten ergénzen.

2.55 Satz. Liouville-Arnold Theorem, Teil 2

Es sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit mit dimM = 2n und {F},..., F,} seien inte-
grabel. Weiterhin nehmen wir an, dass die Hamiltonschen Vektorfelder Xp; vollsténdig sind.
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

Sei fo € F(M) und My, eine Zusammenhangskomponente von F~!(fy), die nach Satz 2.51
diffeomorph zu T* x R"* ist. Falls k < n ist, miissen wir zusitzlich annehmen, dass es ein
e > 0 gibt so, dass in der Zusammenhangskomponente von F~1({|f — fo| < €}), welche M,
enthélt, alle My diffeomorph zu T* x R™* sind.
Dann gibt es auf einer Umgebung U C M von My, Wirkungskoordinaten I : U — R" und
Winkelkoordinaten ¢ : U — T* x R"™* so, dass

n
w=Y dg’ AdD,
j=1

also (¢, I) eine kanonische Karte ist.

In dieser Karte ist H = F} eine Funktion nur der Wirkungsvariable, H = H(I), und die Hamil-
tonschen Differentialgleichungen haben die Form

OH .
pi = — =1 w,; (I und I; =0 =1,...,n.
Pj oI, (1), J o J Y
2.56 Bemerkung. Die zusitzliche Bedingung im Fall k < n ist tatséichlich notwendig: Sei bei-
spielsweise M = R? mit der kanonischen symplektischen Form und H(q,p) = %pQ + V(q) mit
einer Potentialfunktion V' € C*°(R) mit limg—,+- V' (¢) = 0. Dann sind die Kurven Mg zu kon-
stantem H(q,p) = E fiir E > 0 diffeomorph zu R und fiir £ < 0 diffeomorph zu T'. Globale
Wirkungs-Winkel-Variable konnen also auf einer offenen Umgenung von My nicht existieren.

Beweis. Wir kénnen 0.B.d.A. fy = 0 setzen, indem wir F' durch F' — fj ersetzen. Fiir € > 0 sei M,
die Zusammenhangskomponente von F~!(B.(0)) welche My, = My enthélt. Wir werden im Laufe
des Beweises € > 0 in jedem Schritt hochstens verkleinern. Fiir |f| < e sei My = F~1(f) N M.,
also
M, = U My .
|fl<e

Wir benétigen das folgende Lemma.

2.57 Lemma. von Liouville

Es sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit mit dimM = 2n und {F},..., F,} seien in-
tegrabel. Dann existieren zu jedem xy € M eine offene Umgebung V von xg und Funktionen
Gi,...,Gy € C®(V) s0, dass ¢ : V = Rz (Fy(2),...,F(z),Gi(2),...,Gn(z)) eine kano-
nische Karte auf V ist.

Den Beweis des Lemmas liefern wir spéter nach.

Sei nun xg € My, dann existieren nach dem Lemma von Liouville auf einer offene Umgebung V' von
xo Funktionen Gy, ...,G, : V — Rso,dass ¢ : V — R?" z 1+ (Fi(z),..., Fy(x),G1(2),...,Gu(x))
eine kanonische Karte ist. Sei 0.B.d.A. auch G(zp) = 0 und € > 0 so klein, dass B.(0) C F(V).
Dann ist Sy := G71(0) eine Lagrangesche Untermannigfaltigkeit, die zu allen My mit |f| < e
transversal ist, also je genau einen Schnittpunkt z(f) := ¢ ~1(f,0) € My N Sp hat.

Nun konnen wir auf jeder Menge My mit |f| < ¢ Winkelkoordinaten s : My — T* x R** mit
Startpunkt z(f), also ¢¢(z(f)) = 0, konstruieren. Dass wir die Basisvektoren £1(f),...,¢x(f)
des Gitters I'(f) als glatte Funktionen von f € B.(0) wéhlen kénnen, folgt aus dem Satz iiber
implizite Funktionen: Es ist t € I'(f) genau dann wenn ¥(t, ) = z fiir ein und somit alle x € M.
Das ist wiederum genau dann der Fall, wenn G(¥(t,z(f))) = G(z(f)), da F(¥(t,x)) = F(z)
wegen der Invarianz von M unter ¥ sowieso gilt. Sei also

H:R"x B(0) = R", (t,f) = H(t, f) := G(U(t,2(f))) — G(x(f)) = G(¥(t,2(f))),
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dann lésst sich die Gleichung H(t, f) = 0 lokal um (¢,0) mit ¢ € I'(0) nach t auflosen, da wegen

OH(t
) 160 Xn(wt,2() = TG0 05, = e
i
die Matrix w = E, vollen Rang hat. Wir erhalten also ausgehend von einer Basis /9, ... ,52
von I'(0) auf einer moglicherweise weiter geschrumpften Kugel B.(0) glatte Funktionen ¢y, ..., ¢y :

B:(0) — R™ mit £;(0) = E? und ¢;(f) € I'(f). Fiir € > 0 klein genug bleiben ¢4, ..., ¢ auch auf
ganz B.(0) linear unabhéngig, da dies eine offene Bedingung ist.

Damit ist die Dimension des Aufspanns von I'(f) auch fiir den Fall £ = n konstant. Nun ist aber
auch noch zu zeigen, dass nicht nur I'y(f) := spang(¢1(f), ..., ¢k(f)) C T'(f) sondern I'y(f) = T'(f)
fir f € B-(0). Angenommen, dies wire nicht der Fall, dann gibt es Folgen fm € B:(0) und
bm € T(fm) \ Te(frn) mit limy, oo frn = 0. O.B.d.A. kann 4, € span(q, 1)(£1(fm) S li(fm))
gewihlt werden, weshalb /,,, eine konvergent Teilfolge hat, deren Grenzwert ¢ wegen der Stetigkeit
von ¥ : R" x M. — M, in I'(0) = I';(0) liegen muss, also gleich £;(0) fiir ein j € {1,...,k}
ist. Dann muss aber fiir |f,,| < e nach dem impliziten Funktlonensatz b = i(fm) gelten im
Widerspruch zur Annahme, dass £, € T(fin) \ Te(fm)-

Somit haben wir Winkelkoordinaten ¢ : M, — T* x R* % auf ganz M. konstruiert. Fiir spitere
Zwecke halten wir fest, dass der implizite Funktionensatz auch

o (f) _(8H<t,f>>‘1 OH(t, f) _OG(¥(t, ()
of ot of =401 of t=4;(f)

— TGOT\IJK OTQp |f0)

liefert. Die Matrix a%;f ) ist also der linke untere Block von TWy,(f) in der Basisdarstellung bzgl.
der Karte ¢ und an der Stelle (f,0).
Um nun die zugehorigen Wirkungsvariablen zu finden, zeigen wir, dass die Koordinatenvektorfel-
der 9, € Ty'(M.) Hamiltonsch sind: Auf der zusammenziehbaren Menge ¢~ ((—m,m)* x R"¥)
gibt es Funktlonen I; mit

wj() 7= w(0y,,) = dI’ (*)

genau dann, wenn w; geschlossen ist. Nun ist aber nach Konstruktion

AR

n n n
b by ¢
- Z_l X also wi() =3 5rw(Xn,) = Z_l o

i=1

Wir miissen also zeigen, dass £, ;dF i geschlossen ist, oder dquivalent, dass
ofi  0fi

gilt. Mit dem zuvor Gesagten ist das wiederum dquivalent dazu, dass der linke untere Block von
Ai = (T'Wy,(y))ir in der Basisdarstellung bzgl. der Karte ¢ an der Stelle (f,0) symmetrisch ist.

Dann gilt
_(E, 0
a=(¢ 5)

denn auf Kurven in My ist Wy, (5 die Identitét also Ty (1)0c; M, = Oc,|m, fiir alle i. Weiterhin
folgt aus F'(Vy, (s (2)) = F(z), dass dF;(T'¥y,(1)0R,) = 6 auf ganz M..
GemiB Bemerkung 2.7 erfiillt A als symplektischer Isomorphismus AT JA = J, was nach einer ein-

fachen Rechnung C' = C7 liefert. Damit sind die Koordinatenvektorfelder D, auf o~ ((—m, )k x
R™*) Hamiltonsch, also 0p, = X, fiir geeignete Funktionen Iy, ..., I;,. Nun gilt aber w(9,,,0y,;) =
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0, da die J,; tangential an die Lagrangemannigfaltigkeiten My sind und somit d, I; = 0. Die I's
also Funktlonen der F’s, d.h. I = I o F mit einem I : B. — R™. Damit kénnen wir die I’s zu
glatten Funktionen auf ganz M, fortsetzen.
Um zu sehen, dass (¢, I) tatséchlich eine kanonische Karte ist, stellen wir fest, dass w(9,,,0,,;) =0
und mit (*) auch w(dy,,,dr,) = dj; schon gezeigt wurde. Es bleibt w(dy,,91;) = 0 zu zeigen.
Das folgt aber daraus, dass die Koordinatenflichen Sy := {x € M. |p(x) = 0} = \Iig{I(So) als
symplektische Bilder der Lagrangemannigfaltigkeit Sy ebenfalls Lagrangemannigfaltigkeiten sind.
O

Beweis. des Lemmas von Liouville. Sei (‘N/, @) eine Darboux-Karte mit ¢(zp) = 0 und ¢(x) =:
(g(x),p(x)). Sei weiterhin Fj := ¢, F}, dann sind die Funktionen Fj auf U := @(V) beziiglich
der kanonischen symplektischen Form wo = > dgF A dpF auf R* 1ntegrabel Wir konstruieren
nun eine kanonische Transformation ¥ : Uy — R?™ mit ¥(g,p); = F; j(q,p) fir j =1,...,n auf
einer moglicherweise geschrumpften Umgebung Uy C U der Null. Damlt konnen wir die F durch
GJ = \Ilnﬂ zu kanonischen Koordinaten auf Uy ergénzen und setzen dann am Ende G; = go*G

auf ¢~ (Vo).

Zur Konstruktion von ¥ verwenden wir die Methode der erzeugenden Funktion. Die lineare
Unabhéngigkeit der Gradienten VFj impliziert, dass die Jacobi-Matrix % der Abbildung F:
U — R" (¢,p) — (ﬁ’l(q p),...,Fn(q,p)) vollen Rang hat. Mit Bemerkung 2.46 nehmen wir
0.B.d.A. an, dass F —p invertierbar ist. Mit dem Satz tiber implizite Funktionen kénnen wir
F(q,p) = f zumindest lokal fiir (¢, p) in einer hinreichend kleinen Kugel Uy C U um die Null und
x € F(Up) nach p auflosen. Es ergibt sich

p=P(q,f) mit F(q,P(q,f))=f und partiellen Ableitungen Py = prl, P, = —prlﬁ’q.
Die Tnvolutivitit {F}, F;}uo = 0 lautet in Matrixform einfach

o AT T

FpF, — FyF, =0.
Multipliziert man diese Gleichung von links mit F]; ! und von rechts mit FpT ~1. so ergibt sich
—PqT + P, =0, also die Symmetrie von P, = 8—P . Aufgrund des Poincaré Lemmas gibt es also eine

Funktion S(q, f) mit P = —%2 (Man fasse dazu P, als Komponenten einer 1-Form v := P;dq" auf.
Dann ist v wegen der Symmetrle von P, = q 2 geschlossen und somit lokal exakt. Die Stammform
ist dann —S.) Weiterhin ist % = —P; = —Fp_l invertierbar und somit S Erzeugende einer
kanonischen Transformation (Fall 1). Es gilt dabei nach Konstruktion
oS ~

=Pl f)==5.(¢f) wd f="Fgp),

und wir kénnen e
G=-2
a7 @)

setzen. O

2.58 Bemerkung. Die Wirkungen als Integrale

Es gibt auch eine geometrische Konstruktion der I’s, die fiir konkrete Rechnungen niitzlich sein
kann. Mit dem vorausgegangenem Satz wissen wir bereits, dass w|p. auf hinreichend kleinen
Umgebungen M, von M, exakt ist, da w =, dp? Ndl = —d(3_; I;dg?). Hier erinnere man
sich nochmals daran, dass ¢; zwar nicht global definiert ist, dy’ aber schon.

Man kann nun die Wirkungsvariable, die ja nur bis auf additive Konstanten fixiert sind, allein
durch Integration einer Stammform © von w berechnen. Die vorherige Kenntnis der Wirkungs-
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und Winkelvariablen (¢, I )~ ist nicht notwendig. Wir werden sie aber verwenden, um die entspre-
chende Integralformel fiir I = I + ¢ herzuleiten.

Betrachte auf M die geschlossenen Wege

'VIg : [0? 1] — Mf? ’Ylg(t) = (‘Pl(t)w"a@n(t)7117---,1n)

mit ¢ (t) = 27t, p;(t) = 7 fiir j # k.

Nun setzte
= 1 A P2
In(I) = / o,
27 ’y,ﬁ 2

wobei w = —d© sei. Deformiert man 'ylg stetig
in M;, so d&ndert sich der Wert von I ¢ nicht, da 7
M Lagrangesch ist und somit O]y, geschlossen
ist. Der Wert von Ij, hingt also nur von der Ho- Y
motopieklasse von '7/£ ab und wir koénnen einen
beliebigen Weg in dieser Klasse verwenden, um
I . Zzu berechnen.

Wir betrachten ein 1-dimensionales Beispiel.

A
Fir M = R? ist My einfach eine geschlossene
Kurve in M und nach dem Satz von Stokes ist ﬂ\

= 1 1
I:/ 0=—— w
21 S 21 J a1

da 0A" = 4 und d© = —w. Es ist | [, w| =
|AT| gleich der von ! eingeschlossenen Fliche.

Wir zeigen nun, dass die Differenz I — I konstant auf M, ist. Wir wissen, dass © = —1I sde +
mit einer geschlossenen 1-Form « gelten muss. Dann ist

- 1 1 : I . 1
I = — = | d¢ +a)=— | ILdy - -y
(D=3, [ 0=5; [ aFvar=g [T hag0m) g [ a=tita

mit einer Konstante cg. Dass fvl « nicht von I abhéngt, folgt sofort aus daw = 0 und dem Satz
k
von Stokes.

2.59 Beispiel. Harmonischer Oszillator

M
Sei H = 1p? + ¢ auf M = T*R. Es ist B

dH = 0 nur bei (¢,p) = 0. Also betrachten

wir U = {(¢,p)|H > 0}. Die Energiefliichen /$ _
VIE

Mg = {(¢,p) | H = E} sind konzentrische El- \\g

lipsen. Fiir die Wirkungsvariable ergibt sich wie I
erwartet ) . |
2B
I(F) = — 0=— E q)d —
(E) 2 5,0~ 2x MEp( ,q) dq
V2FE
2 [T I 2F 2F |
= 27r/_ _ \/2E—(,L;2q2dq:7r/7T \/2E—¢02w200824p- (— - sm<p> de
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2 [T E
= — sin? pdp = — .
™w Jo w

Die zugehorige Winkelvariable finden wir wieder mit Hilfe einer erzeugenden Funktion der Trans-
fomation (¢,p) — (¢, I). Wir kénnen p lokal als Funktion p(q, ) = \/2Iw — w?q? schreiben und

q q
S(q,I) :/ p(qd,I)dq = / V2Iw — w?q¢?dq = —1I arcsin <q1/wl> _ 4 21w — ¢2uw?,
0 0

2 2

setzten (Fall 2). Dann ist p = —g—g und die Winkelvariable schliefllich

oS . w 1 (21 .
= ——— — arcsin — O = — S11 .
2 ol S q o1 ) ° als q w 2

2.60 Beispiel. Das Doppelmuldenpotential

Sei nun H = %pQ + V(q) auf M = T*R mit einem Doppelmuldenpotential V(q) wie im Bild.
Fir F < E, = V(0) zerfillt Mg in zwei Zusammenhangskomponenten, die jeweils diffeomorph
zur St sind. Fiir £ > FE, hat Mg nur eine Zusammenhangskomponente, die ebenfalls wieder
diffeomorph zu S! ist. Getrennt werden die beiden Bereiche des Phasenraums durch die Fliche
Mp,, die sogenannte Separatrix. Diese ist nicht diffeomorph zur S'. Da dH bei (0,0) € Mg, eine
Nullstelle hat, steht dies nicht im Widerspruch zu Satz 2.51.

V(q)

Mg

>

° ® L > (]

2.61 Bemerkung. Zur Bedeutung integrabler Systeme in der Physik

Integrable Systeme sind im wesentlichen die einzigen Systeme in der klassischen Mechanik, die
man explizit 16sen kann. Deshalb findet man in Biichern zur klassischen Mechanik oft ganze
Kataloge von integrablen Systemen und deren Losungen. Integrable Systeme sind auch der Aus-
gangspunkt der Storungstheorie, welche wir in den folgenden Abschnitten behandeln werden.

Schliefflich basierten auch die ersten Schritte der Quantentheorie auf integrablen Systemen: im
simpelsten Fall sagt man einfach, dass fiir ein “quantisiertes integrables System” nur Wirkungen
I, = hng mit ng € N erlaubt sind. Daraus ergibt sich dann direkt auch eine “Quantisierung” der
Erhaltungsgréfien F; und insbesondere der Energie H. So erhilt man beispielsweise die erlaubten
Energieniveaus im Wasserstoffatom (also H(q,p) = %\ p|?— ﬁ auf T*R3), welche in guter Niherung
die im Experiment beobachteten Spektrallinien erklédren. Fiir den harmonischen Oszillator ergibt

sich E,, = hwn.

2.4 Das Mittelungsprinzip

Fiir dimM > 2 ist wie gesagt Integrabilitéit die Ausnahme und auch viele einfache Modelle sind
nicht integrabel (beispielsweise das 3-Korper-Problem). In Anwendungen hat man aber hiufig
Systeme vorliegen, die “kleine Stérungen” integrabler Systeme sind:

H.(I,9) = Ho(I) + eH1(I, ), mit e<1.
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2.4 Das Mittelungsprinzip

Die entsprechenden Differentialgleichungen sind dann

Iy = 0+efull,p)
O = wel)+egl, ),

wobei wir diese Gleichungen zunéchst allgemein betrachten, ohne anzunehmen, dass das System
Hamiltonsch ist. Also k=1,...,mund{=1,...,n.

Man spricht dann in diesem Zusammenhang von den langsamen [/-Variablen und den schnel-
len ¢-Variablen. In vielen Féllen interessiert einen dann auch nur die zeitliche Entwicklung der
langsamen Variablen I.

Fiir die folgende Diskussion sei U C R™ und M := U x T" mit Koordinaten (I, ¢) versehen. Es
seien weiterhin w € C*(U), f € C*°(M,R™) und g € C°°(M,R"). In diesem Sinne betrachten
wir nun die bereits oben angegebenen Differentialgleichungen

j = €f(—7,90)
¢ = wI)+eg(l,p).

Die Idee des Mittelungsprinzips ist folgende: Wihrend ¢y einmal T' umliuft, sindert sich I
kaum und man kann die rechte Seite von

jk’ = Efk(la SO)

durch den Mittelwert
€

e(fe)(I) = W o fe(Lp)d™p

ersetzen. Die gemittelte Gleichung ist dann
Ik = e(fi)(J)

und enthélt nur noch langsame Variable. Wir schreiben hier und im folgenden fiir die Losung
der gemittelten Gleichung J(t) um sie von der Losung I(t) der urspriinglichen Gleichung zu

unterscheiden.
(1(0), ¢(0)) (I(t),0(t))

/ / /S 7 \/ \ .
! H
AN i
o\ | Ux1Tn
\) | | | \
O T \
(O W 5
2

1(0) 1(t)

- --
- --
- -_——-—

Es stellt sich die Frage, ob |I(¢) — J(t)| klein bleibt und wenn ja, fiir wie lange.

2.62 Beispiel. Fiir (I,¢) € R x S! sei w = const., f = f(¢) und g = 0. Dann lassen sich die
Bewegungsgleichungen

sofort 16sen: es ist
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

und

() = Iyte /0 f(go+ws)ds = Io + ¢ /0 (F(go +ws) — (f) + ())ds
= o+etlf)+e [ (oot ws) — (H)ds.
0

Das gemittelte System ist J(t) = e(f) also
J(t) = Ip +et(f).

In diesem Fall gilt also fiir alle Zeiten ¢ € R

£
< — sup

I(t)—J(t)| =¢
1(t) - T(0) S

/0 (g0 + ws) — ())ds

ICE <f>)ds0‘ <cC=00).

.JA
Zwar schwankt I(t) in diesem Beispiel kurzfri-
stig um O(e) um J(t), dies triagt aber zur lang-
fristigen Entwicklung nicht bei. Das Raummit-

tel
1 2
o | fle)de
T Jo
entspricht hier exakt dem Zeitmittel

1 T

Man erwartet, dass auch im allgemeinen Fall das Mittelungsprinzip eine gute Néherung fiir gewisse
Zeiten liefert, falls Raummittel und Zeitmittel von f iibereinstimmen. Im Spezialfall f(I,¢) =
f () ist das klar, denn

t 1 t
10) = To+e | Flols)ds=1lo+et (g /0 Fp(s)) ds)
J(t) = Iy+et(f)

und somit

10 - 5] = =t|j [ et as - )] = ett0.

Stimmen hier Raum- und Zeitmittel {iberein, ist also lim;_,~, 6(¢) = 0, so gilt zumindest fiir Zeiten
der Ordnung 1, dass lim._q [1(t) — J(¢)| = 0. Konvergiert das Zeitmittel hinreichend schnell, also
i(t) < % so hat man in diesem Fall auch wieder |I(t) — J(t)| < eC fiir alle t € R.

Die Gleichheit von Raum- und Zeitmittel gilt aber selbst in diesem Spezialfall nicht immer:

2.63 Beispiel. Sei M =R x T? und

I= e(cos(p1 — 2¢2) + sina) = ef (@1, p2), P1=2, ¢po=1.

Dann gilt fiir das gemittelte System

2 2w
. S
J=—= d d =0.
(2m)? /0 7 /0 P2 f(ore2)
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2.4 Das Mittelungsprinzip

e 1,7 A I(t)
Andererseits ist die Losung des vollen Systems
mit Anfangsdaten ¢1(0) = p2(0) = 0 aber
p1(t) =2t und @oft) =t et
und
t o Tt
I(t) = I(O)—i—s/ ds (1+sins) = I(0)+e(t—cost+1). >
0 t

Es ist also |J(t) — I(t)| = et — e cost + ¢, die Differenz wichst mit ¢ und fiir jedes € > 0 gilt
Tim J(t) — (5] = oc.

A@2

Da die Bewegung (¢1(t), ¢2(t)) € T? periodisch 2
ist, gibt es in diesem Fall auch keinen Grund

zu erwarten, dass Raum- und Zeitmittel von f

identisch sind.

FEin hinreichendes Kriterium fiir die Gleichheit
von Raum- und Zeitmittel auf dem Torus ist si-
cherlich, dass ¢(t) den Torus dicht ausfiillt. Das
wiederum ist genau dann gegeben, wenn die Fre-
quenzen w; rational unabhéngig sind.

27 iz

Die Giiltigkeit dieser intuitiv klaren Aussagen wollen wir nun zeigen.

2.64 Definition. Rational unabhingige Frequenzen

Es seien (¢1, 2, . . ., pn) Winkelkoordinaten auf dem Torus T™. Dann heift fiir w = (wy,...,wy) €
R"™ der Fluss
oY T" = T", o+ @o+ wt mod 27Z"

bedingt periodische Bewegung. Die Frequenzen wy € R heilen rational unabhingig, falls
gilt:
(k,w)rn # 0 fur alle k € Z™\ {0}.

2.65 Bemerkung. Fiir n = 1 ist w rational unabhéngig falls w # 0. Fiir n = 2 sind w1, wo
w1

rational unabhéngig falls *2 & Q.

w2
2.66 Definition. Raum- und Zeitmittel
Sei f: T" — R stetig.

(a) Das Raummittel von f ist

1 n
)= e [ F)@%.

b) Das Zeitmittel von f unter dem Fluss ®¥ mit Startwert g ist
t ¥
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2.67 Satz. Gleichheit von Raum- und Zeitmittel fiir rational unabhingige Frequenzen

Ist f: T"™ — R stetig, so existieren Raum- und Zeitmittel. Sind zusétzlich die Frequenzen wy ra-
tional unabhéingig, so stimmen Raum- und Zeitmittel iiberein:

(fY = (fwyp, firalle ¢ T".

2.68 Korollar. Rational unabhingige Orbits liegen dicht

Sind die Frequenzen rational unabhéngig, so liegt jeder Orbit von ®¢ dicht in T".

Beweis. Ubungsaufgabe. O

2.69 Bemerkung. Die rationale Unabhéngigkeit ist auch ein notwendiges Kriterium dafiir, dass
Raum- und Zeitmittel fiir alle f € C*(T") iibereinstimmen. Dazu zeigt man: gibt es ein k €
Z™ \ {0} mit k- w = 0, so existiert ein glattes f : T" — R dessen Zeitmittel (f).. o, von o
abhiéngt (Ubungsaufgabe).

Wir zeigen nun Satz 2.67. Die Aussage des Satzes gilt fiir f() := e!*¥ mit k € Z". Fiir k € Z™\ {0}
(k = 0 ist sowieso klar) gilt ndmlich einerseits (f) = 0, aber auch

1 / T b potet) gy _ { iy S €Il 0 falls k- w # 0
0

= lim — :
(Flogo = lim ek falls k- w = 0.

Wegen der Linearitidt der Abbildungen f +— (f)w o, und f +— (f) gilt die Aussage des Satzes auch
fiir trigonometrische Polynome f € P(T"), also

floy=" > fic™?.

kezZr, |k|<N

Nun kénnen wir mit Dichtheit argumentieren: Die Abbildungen f — (f)w.o, und f — (f) sind
stetige lineare Abbildungen von (P(T"), || - ||cc) nach R, denn

() =Dl <If =gl und [{fupo = (Dwol < I = 9lloo -

ll-lloo

Damit lassen sie sich eindeutig auf den Abschluss P(T") = C(T") fortsetzen. Da sie fiir ratio-
nal unabhingige Frequenzen auf der dichten Teilmenge P(T") iibereinstimmen, stimmen sie dann
auch auf dem Abschluss C(T") iiberein. (Dass die trigonometrischen Polynome dicht in C'(T")
liegen, sieht man z.B. so: sie liegen dicht in (C*(T"), || - ||oo), da die Fourierreihe einer stetig dif-
ferenzierbaren Funktion gleichméfig gegen die Funktion konvergiert. Die stetig differenzierbaren
Funktionen liegen wiederum dicht in den stetigen Funktionen.)

2.70 Bemerkung. Virialsatz

Sei (M, w) symplektisch und H € C*°(M) eine Hamiltonfunktion. Auf jeder kompakten Energie-
schale My = {z € M | H(x) = E} gilt, dass das Zeitmittel von {f, H} fiir beliebige Funktionen
f € C°°(M) verschwindet:

By — lim 2 [ {5y 00X mdt— 0
<{f’ }>* _TEI;OT/O {f, }O ¢ t=20.

Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe. Wir untersuchen die Bedeutung dieser Aussage nun an Bei-
spielen fiir den Fall M = R?" und

H(g,p) = $p*+V(q),

wobei wir die Kompaktheit der jeweiligen Energieschale voraussetzen.
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2.5 Storungstheorie integrabler Systeme und das KAM-Theorem

(a) Fir f(q,p) = p; folgt, dass das Zeitmittel der auf den Massenpunkt wirkenden Kraft
{pi,H} = —g—(‘; verschwindet. Wegen der Kompaktheit von Mg war das zu erwarten.

(b) Fiir f(q,p) = q; folgt, dass das Zeitmittel des Impulses (also hier der Geschwindigkeit)
{q, H} = p; verschwindet. Wegen der Kompaktheit von Mg war auch das zu erwarten.

(c) Fiir f(q,p) = (¢, p)rr = >_jy qis ist
{f, HY(q,p) = {p,p)rr — (¢, VV(@))rn =: 2T (p) — (¢, VV (q))Rrn -

Fiir das Coulombpotential V(q) = —ﬁ ergibt sich (¢, VV (q))r» = —V(q) also

{f,HY)w=Q2T(p) +V(q)s = (H+T)e = E+(T). =0.

Die kinetische Energie ist also im Mittel (T"), = —E (wobei hier E < 0 ist, sonst wire Mg
nicht kompakt), und die potentielle Energie ist im Mittel (V). = 2F.

2.5 Storungstheorie integrabler Systeme und das KAM-Theorem

Wir kommen nun zur Stérungstheorie integrabler Hamiltonscher Systeme. Dazu sei
HE(907I) = HO(I) + ng(SD?I)

eine Hamiltonfunktion auf dem Phasenraum T x G mit G C R" offen und beschrénkt. Fiir den
Storparameter ¢ € R nimmt man implizit immer an, dass |¢| klein genug ist. Die zugehorigen
Hamiltonschen Gleichungen sind

¢ = w()+eViHi(p,I)
I = —eV, Hi(p,I)

mit Frequenzvektor w(l) := VHy(I). Das gemittelte System ist trivial, also (V,H;(-,I)) =0, da

/Slawjﬂﬂap,f)dgojzo, j=1,...,n.

Wir erwarten nach dem bisher gesagten, dass zumindest fiir die Liouville-Tori M des integrablen
Systems Hy mit rational unabhéngigen Frequenzen w(I) das Mittelungsprinzip anwendbar ist,
also, dass auch die Losung I(t) des gestorten Systems H® mit 1(0) = I fiir lange Zeiten nahe an
I(0) bleibt. Um dies zu zeigen, suchen wir eine kanonische Transformation

T: : (8071) = (Qbal)

nahe der Identitét so, dass die Hamiltonfunktion in den neuen Variablen keine Winkelabhéngigkeit
mehr im Term der Ordnung ¢ hat:

K1) = H o TN (@.1) = Ho(I) + eKa(D) + O().
Denn dann wire |$ 7] = O(e?) und somit

[1(t) = 1(0)] < |1(t) = I(t)| + [I(t) = 1(0)| + |1(0) = 1(0)] < C(e +£%).

—0(e) —0(et) ~0()

1

Wir hétten also zumindest gezeigt, dass |I(t) — I(0)| auch fiir Zeiten der Ordnung ¢~ noch von

der Ordnung ¢ ist.
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Um eine solche kanonische Transformation zu konstruieren verwenden wir wieder die Methode
der erzeugenden Funktion. Da wir ja nahe an der Identitét liegen wollen, wihlen wir Variante (3)
und setzen

S(VN)?I) = (ﬁ[—l—ESl(QZD,I)

an, also

I = I—FEDISl(@,I)
¢ = ¢+eDSi(p,1).

Hier und im folgenden verwenden wir die Notation D; bzw. Dy fiir den Gradienten beziiglich der
ersten bzw. zweiten n Variablen. Einsetzen in die Hamiltonfunktion liefert

K*(3,I) = H(e(3,1),1(3,1))
= ((,O-f—EDQSl (p, ),j—&Dlsl(gZ),I))
- HO( — DSy (g, ))+5Hl(¢,1)+0(52)

Ho(I) —eDHo(I) - D15\($, 1) + eHi($, 1) + O(?)
Ho(I) + g(H1(¢, 1) — DHy(I) - D151(g, I)) +O2).
Wir miissen also S so wéhlen, dass

Hy(¢, 1) —w(I) - D1S1(, I) (*)

unabhiingig von ¢ ist. (Es hiingt zwar I = I($,1) von ¢ ab, das ist aber wieder von hoherer
Ordnung.) Da H; und S fiir festes I jeweils Funktionen auf dem Torus T" sind, liegt es nahe,
die Fourierreihen

Hy(p,I) = > h(I)e?
Lezn

Si@ 1) = 3 sdD)e?

Lezn

zu betrachten. Mit

w(I) - D181, 1) =1 se(I)w(I) L7

Lezn

ergibt sich aus (%) die Bedingung
he(I) —ise(L)w(I)-£=0 fiir alle £ € Z™ \ {0} .
Wir kénnen diese Gleichungen genau dann fiir alle £ nach s, auflésen, wenn
w(l)-£#0 fir alle £ € Z™\ {0},

also wenn w(I) rational unabhéngig ist. Allerdings kann man diese Bedingung durch eine beliebig
kleine Anderung von w verletzen. Falls Dw vollen Rang hat, kénnen wir dies auch durch eine
beliebig kleine Anderung von I bewerkstelligen. In diesem Fall hat man also das Phénomen, dass
resonante (d.h. rational abhéngige) und nicht-resonante (d.h. rational unabhéngige) Tori jeweils
dicht liegen.

Wir setzen also voraus, dass fiir ein festes Iy € G die Komponenten von w(Ip) € R™ rational
unabhéingig sind und definieren Si(@, I) durch die Fourierkoeffizienten
h
S = —1 ol) ,
w(Io) -f

8020.
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Nun stellt sich die Frage, ob die entsprechende Fourierreihe fiir S konvergiert, und wenn ja, ob
die dadurch definierte Funktion hinreichend glatt ist. Dazu erinnern wir uns an die folgenden
Resultate aus der Fourieranalysis.

2.71 Lemma. Falls ¢: Z" — C fir d > r + n, r € Ny, von der Ordnung
c(0) = 0™

ist, dann ist die durch

definierte Funktion f € C"(T",C).
2.72 Lemma. Fiir g € C*(T", C) mit Fourierdarstellung
glp) = > gee?
Lezm

sind die Fourierkoeffizienten von der Ordnung

lgel = Ol ™").

Um nun hinzureichend schnellen Abfall der Fourierkoeffizenten
. he(T)

$p =1i——~+—

w(lp) - £

zu erhalten, miissen wir sowohl schnellen Abfall der hy, also Glattheit von H; fordern, aber auch

zu schnellen Anstieg von £ +— W ausschlieflen. Das fithrt zu der folgenden Definition.

2.73 Definition. Diophantische Frequenzen

A @2
Q.
Seien 7 > 0 und v > 0. Die Menge der (v, 7)-
diophantischen Frequenzvektoren ist

Qyri={weR"| |(w, )] >~|€|”" fiir alle £ € Z"\{0}}. >

w1
Es gilt offenbar, dass mit w € €2, ; auch aw € ‘\
1, ; fiir alle o > 1.

Bevor wir untersuchen, wie grofl die Menge der diophantischen Frequenzen ist, {iberlegen wir uns
zunéchst, wie sich diese Bedingung auf die Regularitét von S auswirkt.

2.74 Korollar. Regularitit der erzeugenden Funktion

Sei H; € C’]’;(’]I‘" xG,R)und Iy € G so, dass w(lp) € 2, ; fireiny >0und 7 € Nmit 7 < k—n—1.
Dann ist die erzeugende Funktion S(p,1) = @I +eS1(p, I) mit

Si(@d)=~i) w’gjg ) T

ez

in C]];_T_”(’]I‘" x G,R). Weiterhin existiert eine Konstante C' die nur von H; abhéngt aber nicht
von Iy so, dass fiir jede partielle Ableitung 9*S; von S; der Ordnung |a| < k — 7 — n gilt

. C
sup  [9°S1(, 1) < — .
(p,1)ETxG Y

7
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Beweis. Mit Lemma 2.72 ist

| he(D)
|s¢| = ‘IW‘

Mit Lemma 2.71 ist dann S € Cj fiir jedes » € N mit £ — 7 > r + n. Die Schranke an die
Ableitungen 905, folgt sofort aus obiger Abschitzung fiir die jeweils gliedweise differenzierten
Reihen, welche dann immer noch absolut konvergieren. O

<Cle* 1" — gw—(k—ﬂ )
v g

Wir zeigen nun, dass fiir 7 > n — 1 Lebesgue fast alle w € R” eine diophantische Bedingung
erfiillen, wobei v aber beliebig klein sein kann.

2.75 Lemma. Maf} der diophantischen Menge

Fiir 7 > n — 1 ist das Lebesguemafl der diophantischen Menge
B,,=9,,NB
in der Vollkugel B := {w € R"| |w| < 1} fiir kleine Werte von 7 grof}: Es gibt ein a(7) < co mit
A(Byr) 2 A(B) (1 =7 a(r)) .
Beweis. Sei Gy :={w € B| |{(w, £)| < v|¢|”"}, dann ist

AB,) > AB) — Y A(G).
LezZ™\{0}

Um das Volumen von Gy abzuschiitzen, stellen
wir fest, dass (w,f) = |w||f| cosf, wobei 6 der
Zwischenwinkel von w und £ ist. Also ist w € Gy
genau dann wenn |w||cosf| < v |¢|77"L. Da-
mit gilt geméf der Zeichnung, dass A\(Gy) <
2c,_17|¢|77"!, wobei ¢; das Volumen der k-
dimensionalen Vollkugel vom Radius eins be-
zeichnet.

Damit ergibt sich

Y MG < eavalr) = A(B)ya(r)
(e7m {0}

mit

a(r) == p Z 07 < 00
" eezn\{0}

O

Wir zeigen nun, dass fiir die Tori M7 eines integrablen Systems mit rational unabhéngigen Fre-
quenzen w(I) das Mittelungsprinzip bis zu Zeiten der Ordnung % anwendbar ist. Dies ist allerdings
nur der erste Schritt hin zu viel stéirkeren Aussagen.
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2.76 Satz. Storungstheorie: erster Schritt

Seien Hy, Hy € C§"+3(’]I‘" x G, R). Dann gibt es eine Konstante C' < 0o und zu jedem Iy € G mit
w(lo) = DHy(Ip) € Qyr—p und T > 0 ein g9 = €o(po, o, T") > 0 so, dass die Losung (p(t), 1(t))
mit Anfangsdaten (g, Iy) die Abschétzung

1 1ty
sup |I(t) — Iy < ECT# ST
0<t<T v

fir alle 0 < € < g

erfiillt.

2.77 Bemerkungen. zum Satz

(a) Wie erwartet wichst der Fehler mit schrumpfendem ~ und schrumpft mit wachsendem ~.

(b) Falls die Frequenzen w = D Hj unabhéngig variieren, d.h.
det(Dw)(I) #0 fir I €@,

so ist die Abbildung I — w(I) zumindest lokal ein Diffeomorphismus. Mit Lemma 2.75 folgt
dann, dass die zuldssigen Iy zumindest lokal volles Mafl haben.

(¢) Tatséchlich folgt aus unserem Beweis sogar, dass auch fiir Startwerte in einer geeigneten e-
Umgebung eines nichtresonanten M, das Mittelungsprinzip noch anwendbar ist. Allerdings
héngt diese Umgebung eben auch von v ab und wir wissen nicht, ob diese Umgebungen ganz
G iiberdecken.

Beweis. Sei In € G so dass w(ly) € Qy,—, und sei S(¢,I) = ¢ - I + €51(p, lp), wie zuvor
konstruiert. Beachte aber, dass wir in Sy jetzt I = Iy gesetzt haben. Unter den genannten Vor-
aussetzungen ist S € CP(T™ x R™) und es existiert nach Korollar 2.74 ein C' < oo unabhéngig
von Iy so, dass

10951 |00 = su%) \8351(% Iy)| < und || 0“Hplleo < C
pel™

=1Q

fiir alle Multiindizes o € Nj mit |a| < 3. Im folgenden werden bei Bedarf C' um einen festen
Faktor unabhéngig von ¢,y etc. vergroflern und diese neue Konstante wieder mit C' bezeichnen.

Sei nun £y > 0 (abhiéingig von ) so klein, dass fiir ¢ < g

T.:T"xR® — T"xR"®
(0, 1) = (¢,1°) = (¢,1+eDSi(p, 1))

ein Diffeomorphismus und somit eine kanonische Transformation ist. So ein €9 = o(7y) gibt es,
da die Jacobimatrix von T die Form DT, = Id + &J mit ||J|| < [|D%S1]|cc < C/v hat. Wihle
wo € T™ und setze fg = .fe(goo,lo). Nun verkleinern wir €y = €¢(7y, Lo, po) soweit, dass fS € G fiir
alle € < gg, und weiter so, dass es ein rg > 0 gibt so, dass

B:= | By cG.

e<eg
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

IA I
I(‘P? IU)
\
TE
Iy e
I (0, 1o) N }
Iy
(Soo,fo) "
BxT"
> >
" ® ™ ¥

Dann ist fiir € < g und (¢, 1) € T" x B

K&(@, 1) =

HE(¢(¢,1), 18, 1)) = Ho(I) + = (H1(¢,1) = DHo(I) - DS1(8)) + Ra(@.])
Ho(I) + € he=o(Io) + Ri(@, 1) + Ra(3, 1)

mit
Ry(¢,1) = Ho(I-<DS\(§)) — Ho(I) +DHo(I)- DS1(§) = O (% DS1|%1D*Hollso) = O (f)

und

Ro@.0) = & (Hi(@.1) = w(l)- DS1($) — hemo(l0))

= e (Hi(¢, o) —w(lo) - DS1() — he—o(lo)) + O <€|IOT_I’ +ell - Io|>

-~

=0

Io—Is|+ells— T o
:(f)(E'O 0';“5“’ |+5(\I—I|+]I—I§\+|I§—IO\))

2 5 2
) (5 +5__|_€__|_55> =: (’)(&?291(’}’)4—5592(7))
’Y Y Y

wobei wir § := |I — If| gesetzt haben. Hier schreiben wir f = O(g(e,v,0)) wenn ||f[le <
Cg(e,v,0), wobei wir wie oben gesagt C' bei Bedarf um einen konstanten Faktor vergréfiern.

Fiir die Bewegungsgleichungen in den neuen kanonischen Koordinaten ergibt sich auf T" x B
d - 8R1(§57j) aRQ(QZa f) = T

—J=— — =: I
5 o i f(@,1)

mit
e, DI < C(201(4) +20g2(7))

Sei nun (((t), I(t)) die Losung mit Anfangsdaten (g, [5). Dann ist fiir ¢ < L

IN

10-751 < [ 156600 =¢ [ (206 +cn@iie) - ) ds

cCTgi(7) + Cega() /0 [£(s) — T lds

IN
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2.5 Storungstheorie integrabler Systeme und das KAM-Theorem

2.78 Lemma. Gronwall
Fir f,B € C([0,T],]0,00)) gelte fiir ein A > 0

f(t)SA—i—/tf(s)B(s)ds fir 0<t<T.
0
Dann ist .
<A B(s)d fi 0<t<T.
f(t) < Aexp (/0 (s) s) ir <t<
Beweis. Es ist f(t) < h(t) := A+ f(f f(s)B(s)ds und, falls A > 0,

W) _ f(t)B
h(t) h(t)

® < B,

Integration liefert

th/(s) _ W t ds
/0 o ds = Inh(t) —1 h(@)g/o B(s)d

und Exponentieren
t
(1) < h(0) exp ( / B(s)ds).
~~~ 0
=A
Die Aussage fiir A = 0 folgt durch Limesbildung. O
Das Lemma liefert also

- - T
1I(t) — I§| < eCTg(v)eCT20)  fiiralle 0 <t < =

Nun ist das Argument aber nur giiltig, wenn I(¢) in B bleibt, was durch

TonCTQQ (’Y)
CTg1(7)

sichergestellt wird. Entsprechend verkleinern wir €9 = eo(7, Ip,T") abermals. Nun gilt fir die
Losung in den urspriinglichen Koordinaten

eCTg1(y)eCT20 < ry also &<

zum Anfangswert (g, Ip), dass

[1(t) = To| < |I(8) = I(6)| + |1(t) — Io| + Lo — Lo|
C 1 Ly
< = +eCTg1(7y) eCT92(n) < eCTg1(7) eCT92(7) = ECT# T o
~y
wobei wir im vorletzten Schritt C wieder vergrofiert haben. O

Die physikalische Bedeutung von Sdtzen dieser Art wollen wir uns am Beispiel des Sonnensystems
iiberlegen: Da die Gesamtmasse der Planeten etwa € := 1/1000 der Sonnenmasse betrigt, konnte
durch diese Stérung nach etwa % = 1000 Jahren nur eine unbedeutende Anderung O(e) der
Erdbahn eintreten. Nach E% = 10% Jahren koénnte sich die Bahn aber drastisch é#ndern. Deshalb
iteriert man das Verfahren, um zu Aussagen fiir gréfiere Zeiten zu kommen. Man kann zeigen,
dass es eine kanonische Transformation analog zu der in Satz 2.76 konstruierten gibt, mit

K*(I,¢) = K(I) + O(")
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

vorausgesetzt, H® ist hinreichend oft differenzierbar und Iy gehort zu einem nicht-resonanten
Torus. Ist H® reell analytisch, kann man sogar zu exponentiell kleinen Fehlern und exponentiell
langen Zeiten kommen.

Anderseits gilt unter weiteren Voraussetzungen an H¢ (z.B. konvex), dass es Konstanten A, B < 1
und C, D < oo gibt so, dass

A
I1I(t) = I(0)]| < C=B fir T < De2el2)"

und zwar fiir alle I(0) € G (Nekhoroshev Theorem).

All diese Resultate zeigen, dass die Losungen des gestorten Systems nahe an den Liouville-Tori
des ungestorten integrablen Systems bleiben. Es stellt sich nun die Frage, ob die Tori durch die
Storung nur deformiert werden, die gestérte Dynamik also immer noch auf Tori umlduft, die
aber eben e-Deformationen der ungestorten Tori sind. Dies wire sicherlich dann der Fall, wenn
das gestorte System selbst wieder integrabel ist. Lange Zeit erwartete man, dass kleine Stérungen
integrabler Systeme die Tori ,,zerstoren, falls das gestoérte System nicht selbst integrabel ist. Dass
dies nicht so ist, besagt das Theorem von Kolmogorov, Arnold und Moser (KAM). Wir werden
das Resultat nur darstellen und diskutieren, aber nicht beweisen.

Es sei wieder
Hg(@vl) = HO(I) + EHI((Pvl)

auf T" xG, G C R", Hy sei analytisch und die Stérung H; sei glatt. Ferner sei [ — w(I) = DHy(I)
nichtentartet, also Dw(I) invertierbar.

2.79 Satz. KAM-Theorem

Unter den obigen Bedingungen existiert ein () > 0, so dass fiir € < ¢¢ alle Tori mit w(ly) € 2,5
iiberleben. Das bedeutet, dass es eine kanonische Transformation 7 auf einer Umgebung von M,
gibt mit

H* o (T%)7Y(1,¢) = K*(Io) + f(,1)
und
f(’vIO) =0 und le('710) =0.
Insbesondere gilt also fiir jede Losung (¢(t), 1(t)) mit 1(0) = Iy, dass I(t) = Io.
2.80 Bemerkung. Uber die resonanten Tori, d.h. iiber M; mit Q(I) € R"\ Q,,, wird im Satz

nichts ausgesagt. Dort konnen Tori iiberleben, falls H¢ integrabel ist oder sich durch die Stérung
auflésen.

Den Ubergang von Integrabilitit zu Chaos und zuriick wollen wir nun am Beispiel des Doppel-
pendels bei verschiedenen Gesamtenergien nachvollziehen. Einen schénen Film zum Doppelpendel
mit vielen weiteren Details gabs frither mal unter

http://www.iwf.de/iwf/do/mkat/details.aspx?Signatur=C+1574.
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2.5 Storungstheorie integrabler Systeme und das KAM-Theorem

2.81 Beispiel. Das ebene Doppelpendel

Der Konfigurationsraum des Doppelpendels ist
(¢1,2) € T2, der Phasenraum also P = T*T?2. Schal-
tet man die Schwerkraft aus, oder macht die Energie
E — oo sehr grof; so ist das System integrabel, denn
dann ist der Gesamt-Drehimplus erhalten. Fiir endli-
che F ist aber H die einzige Erhaltungsgrofie und die
Dynamik lebt auf der ganzen Energieschale und man
beobachtet chaotisches Verhalten.

.
.
.
.
N
N
N
P2
N
.
.
.
.
.

Um den Ubergang von Integrabilitit zum Chaos zu visualisieren, verwendet man sogenannte
Poincaréschnitte. Zunéchst fithren wir die kanonischen Koordinaten (¢1, p2, L1, L2) auf dem Ko-
tangentialbiindel P = T*T? ein. Nun betrachten wir den Schnitt der Koordinatenebene ¢s = 0 mit
einer Energieschale { H (1, p2, L1, Ly) = E}, also eine zweidimensionale Fliche. Diese kénnen wir
mit den Koordinaten (¢1,L1) versehen. Ein Punkt in diesem “Poincaréschnitt” durch die Ener-
gieschale bestimmt bis auf das Vorzeichen von L9 einen eindeutigen Phasenraumpunkt. Wenn wir
festlegen, dass die Punkte im Schnitt immer zu Punkten mit Lo > 0 gehoren, so liefert uns der
Hamiltonsche Fluss eine Abbildung von dem Schnitt in sich selbst, indem wir jeweils der Bahn
die an einem Punkt startet so lange folgen, bis sie zum néchsten mal (mit Ly > 0) den Schnitt
durchstoft. Tragt man nun die Durchstopunkte verschiedener Bahnen ein, so erhilt man ein

qualitatives Bild der Dynamik.

Fiir ¢ = 0 (oder eben E = o00) ist das System inte-
grabel und die horizontalen Linien im Bild sind S'-
Schnitte durch die T2?-Tori des integrablen Systems.
Die Durchstopunkte einer einzelnen Trajektorie (an-
gedeutet durch die Punkte im Bild) liegen dann alle
auf einer L; =const. Linie. Fiir resonante Tori lie-
fert eine Bahn nur endlich viele Punkte, fiir nicht-
resonante Tori liegen die Schnittpunkte jeder Bahn
dicht.

Schaltet man g ein bzw. wihlt man E grofl aber end-
lich, so werden manche der Tori deformiert andere
verschwinden ganz. Zwischen den Gebieten in denen
die Tori iiberleben entstehen sogenannte Chaosbéander
(grau). Diese bilden offene Teilmengen der Energie-
schale und Bahnen darin fiillen die Gebiete flachig aus.
Im Zentrum der geschlossenen Kurven im Bild liegen
Resonanzen, das sind einzelne periodische Bahnen.

Senkt man die Energie weiter, so wachsen die Cha-
osbénder bis sie die ganze Energieschale iiberdecken.
Der letzte iiberlebende KAM-Torus bei 5—; = @
(goldener Schnitt) trennt die Energieschale allerdings
noch in zwei Chaosgebiete, zwischen denen keine
Ubergiinge moglich sind. Selbst wenn der letzte Torus
verschwindet, sind in einem gewissen Energiebereich
Uberginge zwischen den Chaosbéndern selten.

LA

LA

E grofl

> ¥1

E mittel

27

> P1

Irgendwann tritt aber vollstéindiges Chaos ein und die Dynamik tiberdeckt die ganze Energiescha-
le. Bei sehr kleinen Energien wird die Dynamik wieder fast integrabel (kleine Auslenkungen aus

der Ruhelage).
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3 Bemerkungen zur Lagrangeschen Mechanik

Unter bestimmten Umsténden kann man die Losungen der ,, klassischen Mechanik* auch durch ein
Variationsprinzip charakterisieren. Dieser Ansatz spielt in der Physik eine ebensowichtige Rolle
wie die Hamiltonsche Formulierung. Wir wollen deshalb an dieser Stelle noch ein paar Hinweise
zum Zusammenhang zwischen den beiden Formulierungen der klassischen Mechanik geben.

Der Konfigurationsraum eines mechanischen Systems sei zunédchst M = R” und L : R" xR" — R
sei eine glatte Funktion, die sogenannte Lagrangefunktion. Fiir ein nichtrelativistisches Teilchen
mit Masse m > 0 in einem Potential V' : R — R ist beispielsweise

L(Q7U) = %m|vl2 - V(Q) ’

also kinetische Energie minus potentielle Energie.
Fiir eine glatte Kurve v : [0,¢] — R™ ist die Wirkung S() definiert durch

S(y) == /0 Liy(s).4(s)) ds.

Man erhélt dann die Bahnkurve ¢(s) des Systems bei gegebener Anfangs- und Endkonfiguration
qo und ¢; als denjenigen Weg 7, der unter den Nebenbedingungen v(0) = qp und ~(t) = ¢; die
Funktion S(v) lokal extremal macht. Um dies prézise zu formulieren, miissen wir zunéchst einen
Ableitungsbegriff fiir Funktionen auf oo-dimensionalen Rdumen einfiihren.

3.1 Definition. Fréchet Ableitung

Seien X und Y Banachridume und G C X ein Gebiet. Eine Abbildung f : G — Y heifit differen-
zierbar im Punkt z in G, wenn es eine stetige lineare Abbildung A : X — Y gibt so, dass

f(x+h) = f(z)+ Ah+o(||h]])

fiir A in einer hinreichend kleinen Umgebung der Null.

Wie im endlichdimensionalen Fall ist A eindeutig bestimmt und heifit Fréchet Ableitung von
f bei x bezeichnet mit D f(x).

3.2 Bemerkung. (a) Die Fréchet Differenzierbarkeit entspricht der totalen Differenzierbarkeit
im endlich dimensionalen. Wie dort impliziert Fréchet Differenzierbarkeit die Stetigkeit der
Abbildung.

(b) Ein wichtiger Punkt in obiger Definition ist, dass die Stetigkeit von A gefordert wird. In un-
endlichdimensionalen normierten R&umen impliziert die Linearitéit einer Abbildung ndmlich
nicht die Stetigkeit.

(¢) Der Mittelwertsatz, der Satz iiber implizite Funktionen, der Satz tiber die Umkehrabbildung
und die Aussagen iiber lokale Extrema mit und ohne Nebenbedingungen gelten analog auch
fiir differenzierbare Funktionen auf Banachriumen.

Ohne Beweis stellen wir zunéchst fest, dass der Raum der zweimal stetig differenzierbaren Pfade
X = {y:]0,t] = R™ |~ ist zweimal stetig diffferenzierbar} mit der Norm

Yllx = [lloo + 1¥lloc + 1]l := sup [|7(s)[lrn + sup [[F(s)l[rr + sup [|¥(s)||lrn
s€[0,¢] s€[0,t] s€[0,t]
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3 Bemerkungen zur Lagrangeschen Mechanik

ein Banachraum ist, wobei die Punkte wieder die Zeitableitungen darstellen. Die oben definierte
Wirkung ist damit eine Funktion auf X,

S: X —-R, v = S(7) ::/0 L(v(s),7(s))ds.

Um die Ableitung DS von S zu bestimmen, stellen wir zunéichst fest, dass fiir h € X

S(y+h) = /0 t L(v(s) + h(s), A(s) + h(s)) ds
= tL(v(S),v(S))Jr GL(v(5),7(5)), h(s) ) + (G ((s),7(s)), h(s) ) ;) ds
0
+O([Ihl%) -
Damit gilt

S(y+h)—5(1) = A(K%h@%%@%M@>+<%M®LM$LM$»ds+ONW§)
(GE(1(s), (), hs)]y
-ﬂé«%wawm—i%mawww@»w+mm&»

Die Ableitung DS(v) : X — R,
DSk = (3£ ,5®), he)) = (3(4(0),5(0)), h(0))
= [ (3000406 = £506) 5. 1)) ds
existiert also an jedem Punkt v € X als stetige lineare Abbildung von X nach R.

3.3 Definition. Kritischer Punkt

Sei f: X — R differenzierbar und Xy C X ein Unterraum. Es heifit dann ~, kritischer Punkt
von f beziiglich Xy, falls

Df(’y*)X =0, also Df(y)h=0 firalle h € Xy.

0

3.4 Proposition. Euler-Lagrange-Gleichungen der klassischen Mechanik
Sei

Xo={h € X|h(0)=h(t)=0}.
Dann ist v € X kritischer Punkt fiir

t
széLM@wmw

bei festen Endpunkten, also beziiglich X,
genau dann, wenn

d /0L . OL . .
15 (5, 000 360) = 5700, 4() =0 fir alle 5 € [0,1].
Beweis. Das folgt aus obiger Rechnung, da fiir h € Xy die Randterme wegfallen. O
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3.5 Beispiel. Fiir L = $m|v|> — V(q) ergibt sich aus der Extremalitéit von

S(y) = /0 L(4(s),4(s)) ds

das Newtonsche Gesetz
0= 15 e 061 (6) = 5E0(6),3(5)) = 5 mi(s) + VY (3(5) = mi() + TV (1(5).

Wir wollen nun das Konzept der Lagrangeschen Mechanik auf Mannigfaltigkeiten verallgemeinern.
Sei also der Konfigurationsraum die Mannigfaltigkeit M und v : [0,t] — M eine glatte Kurve.
Dann ist v(s) € M und 4(s) € Ty(5)M und L muss daher eine Funktion

L:TM — R

auf dem Tangentialbiindel sein. Wie zuvor definiert man die Wirkung

S(y) = /0 Ly(s).4(s)) ds.

Nun ist das mit der Funktionalableitung etwas schwieriger, da die Menge der Kurven auf M kein
Vektorraum mehr ist. Wie kénnen wir ,,v + h* jetzt definieren?

Eine Moglichkeit ist die folgende: Sei X € T'(M) ein Vektorfeld, dann liefert ®;% o~y : [0,¢] — M
fiir kleines h eine zu v benachbarte Kurve. In einer Biindelkarte (g, v) fiir TM hat

S(@; 07) — S(7) :/0 (L (@5 (7(9)), §520 (1(5))) — L(7(s),4(5))) ds =

wieder die Form

- [%ry(s)«v(s)). X6+ 2L (0,30 X ()] ds + 002)

— h/o [‘% (v(s),%(s)) — isgi('y(s),fy(s))] - X(1(s)) ds + O(h?) ,

wobei wir im letzten Schritt angenommen haben, dass X (v(0)) = X (y(t)) = 0 und somit die
Randterme wegfallen. Man hat also in lokalen Koordinaten als Bedingung fiir Extremalitéit wieder

Ds0)X = [ [50069:360) - 5 510636 - X () ds =0.

Geometrisch konnen wir das so interpretieren. Der , Tangentialraum® an die ,Mannigfaltigkeit*
C' der Kurven in M 1&8t sich am Punkt v € C durch die Vektorfelder X : v([0,¢]) — T'M entlang
der Kurve darstellen. Also T,C' = T3t (y([0,])). Dann ist

oL d 0L

S () = T3 3(5) ) da’ € T30

D30 = ( o

und

DS(7) ::/0 DS(v)(s)ds € T7C'.
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3 Bemerkungen zur Lagrangeschen Mechanik

3.6 Beispiel. Natiirliche Systeme

Auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) kann man in natiirlicher Weise Lagrangefunk-
tionen der Form

L(g,v) = Ty(v) — V(q)

mit , kinetischer Energie“
und ,,potentieller Energie®

definieren. Fiir solche Systeme liefert

N OL ’
oM =T, M, v~ %(va) dg’ = g4(v,-)
J

den durch die Metrik induzierten Isomorphismus zwischen Tangential- und Kotangentialraum.

Man kann aber % auch ohne Metrik als Abbildung g—ﬁ : TM — T*M auffassen. Es heifit dann
pi= ‘g—ﬁ(q, v) € Ty M Impuls zur Geschwindigkeit v € T; M. Kartenunabhéngig definiert man fiir
we TyM

oL L(q,v + hw) — L(q,v)

(g, 0)(w) = lim i

3.7 Definition. Faserableitung
Sei L € C*°(T'M) und (g, v) eine Biindelkarte, dann ist durch

oL ~
¢r:TM —=T*M, (q,v) (q,a(lq)f))dqj)
eine Abbildung von T'M nach T*M definiert, welche die Fasern invariant 1dsst und nicht von der
gewihlten Karte abhéngt. Es heifit
OL 0L(q,v)
J

— = d¢/ € T*M
5y (40 5y 9 €T,

die Faserableitung von L.

Die Abbildung ¢y, : TM — T*M wird im Allgemeinen kein oder nur ein lokaler Diffeomorphismus
sein. Fiir natiirliche Systeme ist ¢r(v) = g4(v, ) aber tatséchlich ein Diffeomorphismus und wir
werden sehen, dass die Lagrangesche und die Hamiltonsche Formulierung dann &quivalent sind.
Zunéchst iiberlegen wir uns, dass man mit Hilfe von ¢, jedes Hamiltonsche System auf 7% M in ein
Hamiltonsches System auf T'M iibersetzen kann. Sei also ¢, : TM — T*M ein Diffeomorphismus
und wy die kanonische symplektische Form auf 7*M und H € C°°(T*M) eine Hamiltonfunktion.
Dann ist w;, = ¢jwo eine symplektische Form auf TM und H o ¢ = E € C>®(TM) eine
,Hamiltonfunktion* auf T'M. Wie wir wissen, gilt

Xg=0¢1XH.

Es macht physikalisch keinen Unterschied, ob wir Xg oder Xy l6sen, da ¢, die Fasern invariant
18t und somit die Zeitentwicklung der Konfiguration in beiden Fillen die gleiche ist:

T D = g O = ¢ N = &

Nun stellt sich die Frage, wie wy, aussieht und wie wir E wéahlen miissen, damit <I>tX ¥ Losungen
der Lagrangesche Gleichungen erzeugt. Seien dazu

oL 4 OL(q,
W:TM - R, (qv)— (w(q,v)dqj M = gﬁkv)v’“
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und die Energiefunktion
E:TM—-R, E=W-1L.

Die Langrangesche 1-Form ist

* * ) al;
O = ¢100 = ¢y pidqg" =

o't dq'
und die symplektische Form
2 . . 2 4 .
wr = —¢rwo = —¢1.dOy = —d¢p; 0 = —dOf = 9700 dg* ANd¢? + ENE dg' A do? .
Nun kénnen wir Xg = A'8,; + B'0,: aus
wr(Xg,:) =dE = a%Q;kvkd I 4 (%aja kvkdvj — SI; d¢?
bestimmen und erhalten
(t-88)
Xp =00, + ~2 " 5,
0vov

wobei wir aus Griinden der Ubersichtlichkeit die Indizes weglassen haben. Die Bewegungsglei-
chungen lauten

d (e _ () _ ) 2
&<ﬂﬂ)_<ﬂw>_((%M®A@%w@&£@®@®0/iéwmﬂm>
und liefern wegen

2 2
S a(0,(0) 5 e a0 4(0) = 5 a0,00) 55 (a0 40 A0~ 5 (al0) e d(0) =0

tatséchlich Losungen der Lagrange Gleichung.

3.8 Bemerkung. DGLen 2ter Ordnung auf Mannigfaltigkeiten
Vektorfelder auf T'M, also X : TM — T(T'M), mit der Eigenschaft, dass die Integralkurven
v(t) = (a(t), v(t))

q(t) = v(t)

erfiillen, definieren Differentialgleichungen 2ter Ordnung. In jeder Biindelkarte muss das Vektor-
feld also die Form ' '
X(q,v) =079y, + a’(q,v) Oy,

haben, wobei a’(g, v) die Beschleunigung ist.

Zusammenfassend lasst sich also die Lagrangesche Mechanik in Hamiltonscher Form auf dem Tan-
gentialbiindel (T'M, wy,) mit Energiefunktion E' = W — L schreiben, falls ¢, ein Diffeomorphismus
ist, also falls
d*L
OvIOvt
In diesem Fall kann man dann aber auch gleich zur Hamiltonschen Formulierung auf (7% M, wq)
iibergehen, wobei

invertierbar ist.

H=Eo¢;'=(W-L)og¢,' = LL

die so genannte Legendretransformierte von L ist.
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3 Bemerkungen zur Lagrangeschen Mechanik
Startet man umgekehrt mit H auf T*M und definiert

0H(q,
(bH : T*M — TM7 (q7p) = <q7 (qp)aqj'>

apj

einen Diffeomorphismus, so kann man mit

« OH (q,p) _
W*(q,p) := <p‘aw8qj = WO¢L1

auch wieder zuriick,
LH:=(W"-H)o¢, =W —H)ogp,=W—(W-L)=L.

Problematisch wird der Ubergang von Lagrange zu Hamilton bzw. umgkehrt immer dann, wenn
¢1, kein Diffeomorphismus ist. Das passiert typischerweise, wenn man die Dynamik von Eichfeldern
beschreiben méchte.
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