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Vorwort

Mit dieser Vorlesung mochte ich, ganz im Sinne von Felix Kleins ,,Schulma-
thematik vom hoheren Standpunkt® die Grundlagen der Schulmathematik
im Bereich der Algebra und der Analysis etwas tiefer gehend beleuchten als
das im Schulunterricht méglich sein wird. Ich verkniipfe damit die Hoffnung,
dass die Hintergriinde der Schulthemen den zukiinftigen Lehrerinnen und
Lehrern bei der Ausiibung ihres Berufes eine reiche Hilfe sein wird. Wenn sie
freilich den Studierenden durch das Studium an sich gefallen, so soll mir das
durchaus auch schon zum Gelingen des Projektes reichen.

Geplant ist in naher Zukunft ein zweiter Teil, der die schulrelevanten
Themen im Bereich der Geometrie und Stochastik beleuchten soll.

Tibingen, im Frithjahr 2014
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6 Reelle Funktionen einer reellen Verander-
lichen

(6.1) Wir wollen nun mit dem Studium von reellen Funktionen f:7 — R
beginnen, wobei I C R meist ein abgeschlossenes Intervall ist, d.i.

I =la,b], (—o0,b], [a,00), (—00,00) =R

(mit a,b € R, a < b, wobei wir den entarteten Fall a = b ausschlieen wollen,
weil er langweilig ist). Spéater, vor allem in der Differentialrechnung, wird
I C R héufig ein offenes Intervall sein, d.i.

I = (a,b), (—00,b), (a,0), (—oo,00) =R.

Manchmal werden aus I endlich viele Punkte herausgenommen, vor allem
dann, wenn es um rationale Funktionen geht, wo der Nenner an endlich vielen
Stellen gleich Null werden kann.

Beginnen wir mit den einfachsten Funktionen, die sich direkt aus der
Korperstruktur von R ergeben, die man also bei jedem Korper K hat. Da
sind zunéchst die konstanten Funktionen, d.i. f:R — R mit

f(z)=¢, VzeR,

und einem festen ¢ € R, insbesondere die Nullfunktion, wenn ¢ = 0 ist. Dann
gibt es die Identitit f =id: R — R,

id(z) =z, VzeR,
die linearen Funktionen f:R — R,
f(z) =ax, VreR,

bei einem festen a € R, welche die Nullfunktion und die Identitét als Spe-
zialfille (ndmlich fiir @ = 0 bzw. a = 1) enthalten. Der néchste Schritt sind
die affin-linearen Funktionen, d.i. f:R — R mit

f(z) =ax+0b, VzekR,

bei festen Wahlen a, b € R, die alle bisher vorgestellten Funktionen als Spezi-
alfall enthalten. Schliellich gibt es die so genannten Polynomfunktionen oder
auch ganzrationalen Funktionen, d.i. ein f: R — R mit

f(z) = anz" + - +ax +ap, VreR,
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bei Vorgabe von n € Nund ay, ..., a, € R. Wir haben in §4 bereits diskutiert,
wie man diese Funktionen dadurch bekommt, dass man in die Polynome
p € R[X] jeweils alle reellen Zahlen einsetzt,

®:R[X] — Abb(R,R), p+— f,.

Ganz am Ende von §4 haben wir auch den Quotientenkérper von R[X], no-
tiert mit R(X), vorgestellt, dessen Elemente durch Briiche (d.s. Aquivalenz-
klassen bzgl. einer naheliegenden Aquivalenzrelation auf R[X] x (R[X]\ {0}),
dhnlich wie bei den rationalen Zahlen) 2 mit p € R[X] und ¢ € R[X]\ {0}
gegeben sind. Sie geben Anlass zu den so genannten rationalen Funktionen
f: I — R, gegeben durch

f(x):]ﬂ Vo el,

wobei p, ¢: R — R Polynomfunktionen sind und ¢ nicht die Nullfunktion ist,
q # 0. (Diese Notation bedeutet, dass ¢ nicht identisch Null ist, wohl aber
Nullstellen haben kann.) Der Definitionsbereich I C R ist dann

I =R\ {zeR: gq(z)=0},

d.h.: aus R miissen die maximal n Nullstellen von ¢, wenn n = deg(q) ist,
herausgenommen werden. Hier wollen wir annehmen, dass p und ¢ keine
gemeinsamen linearen Faktoren haben oder sogar vollstdndig gekiirzt sind.
Man erinnere sich dabei an die Bemerkung in §4, dass auch R[X] faktoriell
ist.)

Beachte, dass wir von dem Grad einer Polynomfunktion sprechen kénnen,
da es wegen der Unendlichkeit von R zu ¢ genau ein ¢ € R[X] gibt mit f; = ¢
und den Grad von ¢ definieren wir dann als den Grad von ¢.

Diese rationalen Funktionen auf R, die wir nun auch mit R(X') bezeich-
nen (weil die entsprechende Zuordnung von R(X) in die reellen Funktio-
nen, die aulerhalb einer endlichen Teilmenge von R definiert sind, injektiv
ist) bilden einen gewissen Abschluss gegeniiber dem, was man an Funktio-
nen auf R bekommen kann, wenn man nur die Grundrechenarten, d.h. die
Korperverkniipfungen von R verwendet. Wir wollen hier auch noch vermer-
ken, dass man aus R(X) nicht nur keine neuen Funktionen bekommt, wenn
man zwei Elemente f, g miteinander addiert, multipliziert, sie voneinander
subtrahiert oder sie durcheinander dividiert (¢ # 0), sondern auch, wenn
man sie miteinander verkettet, also go f: I — R betrachtet (I C R geeignet)
mit

go f(z) =g(f(x)).
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(6.2) Der erste Prozess, der in natiirlicher Weise aus dieser Funktionenklasse
herausfithrt und damit unseren Funktionenvorrat vergréflern wird, und den
wir hier vorstellen wollen, ist der Ubergang zu Umbkehrfunktionen. Man er-
innere sich daran, dass fiir den Fall, wo wir eine Funktion f:I — J haben
— sagen wir, wo I, J C R Intervalle sind — die bijektiv ist, wir in natiirlicher
Weise die Umkehrfunktion g haben, also jene eindeutig bestimmte Funktion
g:J — I, die
gof:id[ und ng:idJ

erfiillt. Es ist dann also g durch die Bedingung gegeben, dass fiir alle x € [
und y € J gilt:
y=fz) =gy ==

Beispiel 6.1 Die Funktion f:[0,00) — [0,00), f(z) = 22, ist zuniichst in-

jektiv, weil aus 2? = z2 und z;, 22 > 0 aus
) 1 2 I

0=u2—2%= (19 +x1) (22 — 1)

folgt, dass 1 = x5 sein muss. Sie ist auch surjektiv, weil mit der babyloni-
schen Folge (siehe (3.5), mit einem beliebigen ¢ > 0 statt ¢ = 2), dass es fir
jedes ¢ > 0 ein x > 0 gibt mit 2? = c. Es ist also f bijektiv und wir haben
somit g := !, welches wir die Quadratwurzelfunktion nennen und mit

V= g:(0,00) = [0,00)

notieren. Es ist also defnitionsgemi$ fiir z,y > 0:

=y & 1’ =y.

Obwohl natiirlich f eine rationale Funktion ist, ist es g = \/* nicht mehr, wie
man sich tiberlegen kann (Ubung).

Diese Konstruktion méchte man nun fiir moglichst viele Funktionen machen
konnen, z.B. geeigneten Einschrinkungen von rationalen Funktionen, wie

f=rpot,:[0,00) = R, f(x)=2a",

fir n € Ny .Wéhrend man die Injektivitdt versucht &hnlich wie bei f =
pot, in den Griff zu bekommen, bendtigt man bei der Surjektivitdt ein
grundsétzlicheres Argument, denn man kann kaum fiir jede Funktion und
jedes ¢ aus dem (potentiellen) Bildbereich eine neue babylonische Folge kon-
struieren, die gegen das Urbild geht. Uberhaupt ist zunéchst keineswegs klar,
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dass — sagen wir — bei einer bijektiven Funktion f:[a,b] — J C R das Bild
wieder ein (abgeschlossenes) Intervall ist (was i.a. auch falsch ist).

Ein wichtiges Instrument bei dieser Frage wird uns nun dann zur Verfiigung
gestellt, wenn f eine stetige Funktion ist. Man erinnere sich dazu an folgende
Definition.

Definition 6.2 Sei f: I — R eine Funktion, I C R ein Intervall und a € I.
Dann sagen wir, dass f fiir x gegen a gegen ¢ € R konvergiert, und schreiben

lim f(z) = ¢,

wenn es fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so dass fiiralle x € I mit 0 < |z —a| < 0
gilt:
|f(z) —c| <e.

Man beachte, dass der Limes, wenn er denn existiert, auch eindeutig be-
stimmt ist, sobald das Intervall nicht-entartet ist. (Im entarteten Fall ist
jedes ¢ € R Grenzwert.)

Eine dquivalente Formulierung wire folgende (dessen Aquivalenz wir als
Ubung iiberlassen): Fiir alle Folgen (z,,) in I\ {a} mit lim(x,) = a gilt:
lim f(z,) = ¢ (wobei der Grenzwertbegriff fiir Folgen ja schon in §3 eingefiihrt
wurde).

Mit Hilfe dieses Grenzwertbegriffes fiir Funktionen, den wir spéter (siehe
§7?) auch noch fiir die Differenzierbarkeit heranziehen werden, kann man
Stetigkeit nun so definieren:

Definition 6.3 Sei I C R ein Intervall und f: I — R eine Funktion.

(a) Fiir a € I heifit f stetig in a, wenn gilt:
lim f(z) = f(a),
T—a

(b) f heifit stetig (schlechthin), wenn f stetig ist in a, fiir alle a € I,

Eine Funktion f:I — R ist damit genau dann stetig in a € I, wenn fiir alle
Folgen (x,,) in I (wir brauchen hier a nicht herausnehmen) mit (z,) — a gilt:
(f(zn)) = fla).

Alle rationalen Funktionen auf R sind stetig. (Da, wo sie definiert sind!
Die Frage, ob z.B. f:R\ {0} — R, z — 1/x, stetig in x = 0 ist, wird gar
nicht gestellt, da x = 0 nicht zum Definitionsbereich von f gehért.) Das kann
man z.B. so sehen, dass man sich dies fiir die konstanten Funktionen und die
Identitat unmittelbar aus der Definition heraus klar macht, was einfach ist.
Dann beweist man allgemeine Sétze von folgender Bauart: Seien f,g: I — R
stetig in a € I und A € R. Dann gilt:
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Auch f + g: I — R ist stetig in a;

)

(ii) auch Af: I — R ist stetig in q;
) auch f-g:I — R ist stetig in a;
)

ist g(a) #0,s01ist f/g:J - R (mit J:=1\{zx € : g(x) =0}) stetig
in a.

Niitzlich ist zudem: Ist f:I — R stetigin a € I, g: J — R stetig in b € J,
f(I) C Jund b= f(a), so ist auch go f: I — R stetig in a. Mit Hilfe dieser
Regeln ist unmittelbar klar, dass alle rationalen Funktionen stetig sind.

Um nun an das Bild von bijektiven stetigen Funktionen heranzukommen,
benutzt man folgenden wichtigen Satz iiber stetige Funktionen, der uns auch
spéter noch sehr niitzlich sein wird (z.B. in der Integrationstheorie in §?7)
und dessen Kraft wir auch in §4 (siehe (4.11)) schon angedeutet haben:

Zwischenwertsatz 6.4 Sei f:[a,b] — R stetig mit f(a) < 0 < f(b). Dann
gibt es ein & € (a,b) (,zwischen a und b*), so dass gilt: f(§) = 0.

Man beachte, dass dieser Satz starken Gebrauch von der Vollstéandigkeit der
reellen Zahlen macht, ja (in einem zu prézisierenden Sinne) zur Vollstandigkeit
von R #quivalent ist. Uber den rationalen Zahlen wiirde er nicht gelten, wie
z.B. die rationale Funktion f:[1,2] N Q — Q, f(z) = 2% — 2 deutlich macht.
(Die Definition der Stetigkeit kénnte man freilich, so wie sie ist, iibertragen.)

Zum Beweis macht man eine Intervallschachtelung (I,)nen, d.h. I, 41 C
I,, ¥n € N, und lim(b,, — a,,) = 0, wenn [I,, = [a,, b,] ist. Die Vollstéindigkeit
von R impliziert dann, dass (I,,) einen Kern hat, d.h.: es gibt ein £ € R,
so dass £ € I, ist, Vn € N. Es ist namlich dann sowohl (a,) als auch (b,)
eine Cauchy-Folge und sie haben den gleichen Grenzwert, namlich £. Die
Formulierung, dass jede Intervallschachtelung einen Kern hat, ist iibrigens
dquivalent zum Vollstéandigkeitsaxiom (Ubung).

Beweis von 6.4. Man halbiert nun némlich einfach das Intervall I := [a, b]
und setzt dann

1
ari=(a+0), by:=b, falls f(}(a+1)) <0

ist und

1
aj :=a, by := §(a+b), falls f(3(a+b)) >0

ist. Fallsf(3(a + b)) = 0 ist, ist man bei § := (a + b) sowieso fertig. Und
so fahrt man fort: Es ist also dann stets f(a,) < 0 und f(b,) > 0, falls man
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nicht sowieso in der Folge (a,) bzw. (b,) eine Nullstelle von f findet. Da nun
¢ = lim(a,) ist, folgt aus der Stetigkeit von f (in &), dass

f(€) = f(lim(a,)) = lim f(a,) <0
o

ist und wegen & = lim(b,) aber ebenso

Es ist also f(£) =0. O

Abbildung 9: zum Beweis des Zwischenwertsatzes

(6.3) Als Konsequenz daraus sieht man unmittelbar, dass ein stetiges f: [a, b]
— R mit f(a) < 0und f(b) > 0 nicht nur eine Nullstelle hat, sondern dass
jeder Zwischenwert ¢ € [f(a), f(b)] von f angenommen wird, in dem man
ndmlich den Zwischenwertsatz auf die Funktion ¢ = f — ¢ anwendet.

Als néchstes sieht man, dass ein injektives und stetiges f:[a,b] — R
notwendig streng monoton sein muss. Es heifit f streng monoton wachsend,
wenn aus r; < xg stets f(zy) < f(xq) folgt, fir alle a < a1 < 29 < b
(und entsprechend streng monoton fallend). Nehmen wir z.B. f(a) < f(b)
an. Wére f nicht streng monoton wachsend, so wiirde mindestens einer der
folgenden drei Fille auftreten:

(i) 3z € [a,b] : f(x) < f(a),
(ii) 3y € [a,b] : f(y) > f(b),

(ili) Ja <z <y <b:

fla) < fly) < fz) < f(b).
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Dann wiirden aber im Fall (i) nach dem Zwischenwertsatz fiir ¢ € (f(z), f(a)
sowohl ein & € (a, ) als auch ein & € (x,b) existieren mit

f(&) =f(&)=c

und ahnlich fir ein ¢ € (f(b), f(y)) im Fall (ii). Auch im Fall (iii) gibt es nach
dem Zwischenwertsatz fiir ¢ € (f(y), f(x)) ein & € (a,z) und ein & € (y,b)
mit

(&) =f(&)=c

(und sogar noch mindestens einen dritten Punkt &3 € (x,y) mit f(&) = ¢).
Aber das geht wegen der Injektivitéit nicht.

Abbildung 10: zur Monotonie einer injektiven, stetigen Funktion

Und jetzt haben wir, auf was wir aus waren: Ist f: [a, b] — R injektiv, und
sagen wir f(a) < f(b) (und &hnlich argumentiert man im monoton fallenden
Fall), dann ist

im(f) = [f(a), f(O)],
d.h.: jeder Zwischenwert ¢ € [f(a), f(b)] wird von f getroffen.

Abbildung 11: zur Surjektivitit einer injektiven, stetigen Funktion

Setzt man J := [f(a), f(b)], so ist also f: I — J bijektiv und die Umkehr-

funktion f~! tatsichlich wieder auf einem Intervall definiert.
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Beispiel 6.5 Betrachte fiir jedes n € N, die Potenzfunktion (oder Monom-
funktion) f = pot,:[0,00) — R,

f(z) ="
Es ist f dann tatsichlich injektiv, weil aus f(z) = f(y) folgt:

und der 2. Faktor kann wegen z,y > 0 nur verschwinden, wenn x =y = 0
ist. Ansonsten muss der 1. Faktor verschwinden, also z = y sein. In jedem
Fall ist x = y.

Wegen des obigen Zwischenwertargumentes sieht man nun aber auch, dass
im(f) = [0,00) ist. Ist ndmlich ¢ > 0 beliebig, so wéhle man zunéchst ein
b > 0 mit b > ¢, was geht, da lim,_,,, " = oo ist (mit einer naheliegenden
Erweiterung der Grenzwertdefinition von Folgen (3.3)). Dann gibt es ein
(eindeutiges) & € [0, ] mit f(§) = c.

Wir konnen damit also nun die n-te Wurzelfunktion

/- :=pot; 1 [0,00) = [0, 00)
definieren, also

Sy=ov<=y=2a", Vz,ye|0,00).

(6.4) Es ist nun eine naheliegende Frage, ob die so konstruierten Umkehr-
funktionen stetiger Funktionen f:I — J nicht auch wieder stetig sind. Ein
weiteres Hilfsmittel zur Beantwortung dieser Frage — und auch einiger, die
noch folgen — wollen wir hier abschlieBend vorstellen. Wir nennen dabei
¢ € R einen Haufungspunkt (H.P.) einer Folge (x,) in R, wenn es fiir jedes
e > 0 unendlich viele Folgenglieder gibt, die ins Intervall (£ — ¢, & +¢) fallen.
(Aber nicht unbedingt fast alle, wenn & sogar Grenzwert ist.) Der folgende
Satz driickt nun wiederum die Vollstiandigkeit der reellen Zahlen aus, ja ist
dquivalent dazu, und wird mit einer d&hnlichen Intervallhalbierungsmethode
bewiesen wie der Zwischenwertsatz.

Satz 6.6 (von Bolzano-WeierstraBl). Sei (x,) eine Folge reeller Zahlen im
Intervall [a,b] C R. Dann hat (x,) einen Haufungspunkt in |a,b|.

Beweis. Man halbiere das Intervall Iy = [a, b] wieder sukzessive und entschei-
de sich bei jedem Schritt fiir eines der beiden Teilintervalle, in dem unendlich
viele Folgenglieder liegen. Der Kern £ € [a, b] dieser Intervallschachtelung (I,)
ist dann ein H.P. von (). O
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Damit kann man nun sehen, dass Umkehrfunktionen stetiger Funktionen
f:1 — J wieder stetig sein miissen. Nehmen wir dazu ein b € J beliebig
und (y,) eine Folge in J mit (y,) — b. Sei (z,,) die Bildfolge unter g := f~!
und a := g(b). Wir miissen zeigen, dass (x,) — a, weil das

}jig;) 9(y) = g(b)

bedeutet. Aber (x,) hat nach (6.6) einen H.P., sagen wir ¢ € [a,b]. Es gibt
dann eine Teilfolge (,, )ken von (x,), die gegen £ konvergiert und wegen der
Stetigkeit von f (in &) folgt dann
F(&) = f(lim (z,,)) = lm f(zy,) = lm (yn,) = b
—00 k—o0 k—o0

und damit, wegen der Injektivitat von f: & = a. Das Argument zeigt aber
nun, dass jeder H.P. von (z,) die Zahl a ist, (z,) also nur einen H.P. hat.
Dann kann man aber, wiederum mit (6.6) sehen, dass a sogar Grenzwert von
(%) sein muss. Gébe es néamlich ein € > 0, so dass in (¢ — €,a + ¢) nicht
fast alle Folgenglieder liegen, so miisste die (unendliche) Teilfolge derer, die
in I\ (a—e¢,a+ ¢) liegen, wieder einen H.P. haben, der nicht a sein kann,
sondern in I\ (@ — €, a + €) liegen muss. Dieser wire auch ein H.P. von (z,,),
den es aber wie gesehen nicht gibt.

Wir wollen abschliefend eine weitere wichtige Konsequenz aus (6.6) erwéh-
nen, die insbesondere bei der Erschliefung der Differentialrechnung (siehe
§77?) wichtig sein wird.

Satz 6.7 (von WeierstraBl). Sei f:[a,b] — R stetig. Dann nimmt f sein
Supremum an.

Eine Teilmenge M C R der reellen Zahlen heifit nach oben beschrinkt, wenn
es ein ¢ € R gibt, so dass x < c ist, fiir alle x+ € M. Jede solche Zahl
¢ € R nennen wir eine obere Schranke von M. Eine obere Schranke ¢ € R
heifit Supremum von M (oder kleinste obere Schranke), wenn gilt: Ist b €
R eine weitere obere Schranke von M, so gilt: ¢ < b. Eine solche kleinste
obere Schranke ist, wenn sie existiert, eindeutig bestimmt. Wir schreiben
dann ¢ =: sup(M) dafiir. Die Tatsache, dass jede nicht-leere, nach oben
beschrénkte Teilmenge M C R ein Supremum hat, folgt wiederum aus dem
Vollstandigkeitsaxiom. Sie ist sogar #dquivalent zum Vollstiandigkeitsaxiom
gemeinsam mit dem Archimedischen Axiom.

Ubrigens setzt man fiir nicht nach oben beschrénkte Teilmengen M C R:
sup(M) := oo und fiir die leere Menge setzt man supf) := —oo, so dass
man dann fiir jede Teilmenge M C R ihr Supremum sup(M) € [—o0, +0o0]
definiert hat.
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Setzt man also
¢ :=sup(imf) € (—o0, o0,

so ist also zunéchst noch ¢ = oo moglich. Man weifl also hier noch nicht,
dass f nach oben beschrénkt ist,, d.h.: im(f) C R ist nach oben beschrénkt.
Satz (6.7) behauptet also insbesondere, dass f nach oben beschrinkt ist, aber
zudem, dass es ein & € [a, b] gibt mit f(§) = sup(f) := sup(imf).

Man nennt fiir eine Teilmenge M C R eine Zahl ¢ € R Maximum von M,
wenn ¢ obere Schranke fiir M ist und ¢ € M ist. Natiirlich ist ¢ dann wieder
eindeutig bestimmt und wir schreiben dann ¢ =: max(M). Man beachte aber,
dass ein Maximum einer Teilmenge M, auch wenn sie nach oben beschrankt
ist, nicht immer zu existieren braucht, z.B. fir M = {x € R: x < 0} ist das
der Fall. Wenn es existiert, gilt natiirlich stets:

max (M) = sup(M).

Den Satz von Weierstra8 (6.7) kann man dann auch einfach so ausdriicken,
dass das Bild von f ein Maximum hat.

Man beachte schlielich, dass die Stelle £ € [a,b], wo f sein Maximum
annimmt, natiirlich keineswegs eindeutig bestimmt sein muss. Man sollte
diese Stellen vielleicht als Maximumsstellen von f bezeichnen, bezeichnet sie
allerdings haufig auch (etwas verwirrenderweise) als ein Maximum von f.

Wenn eine Teilmenge M C R i.a. nun kein Maximum hat, so gibt es aber
direkt aus der Definition des Supremums von M wenigstens eine Folge (y,)
in M mit (y,) — sup(M) (mit der naheliegenden Erweiterung von Definition
(3.3) fiir den Fall lim(y,,) = c0), denn wenn schon das Supremum von M nicht
in M zu liegen braucht, so gibt es doch beliebig nahe darunter Elemente in
M.

Beweis. Setzen wir nun also
¢ i= sup(f) € (o0, 0],

so wissen wir wenigstens, dass es eine Folge (x,,) in [a, b] gibt mit (f(x,)) — c.
(Eine solche Folge nennen wir eine Maximalfolge von f.) Nach Ubergang zu
einer Teilfolge von (x,,), diirfen wir nach Satz (6.6) sogar annehmen, dass (z,,)
gegen ein £ € [a, b] konvergiert. (Natiirlich gilt das nur fiir eine Teilfolge, aber
diese Teilfolge notieren wir einfach im Folgenden wieder mit (x,,).) Aber dann

1st

c= lim f(z,) = f(gg%)(xn) = f(&),

n—oo

wegen der Stetigkeit von f (in £). Es folgt: ¢ < oo und wird tatséchlich
angenommen (némlich in &). O
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Man beachte auch noch, dass wir nun unseren Funktionenvorrat nicht etwa
nur um die n-ten Wurzelfunktionen (n € N ) erweitert haben, sondern dass
durch die algebraischen Operationen und Verkettungen auch Funktionen wie

z.B. fiR =R,
f(z) = vV1+za?

zugénglich geworden sind, und dass diese allesamt stetig sind.
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