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MATHEMATIK FUR PHYSIKER III

UBUNGSBLATT 7

Aufgabe 27:

(a) Bestimmen Sie die Lage und Art der lokalen Extrema der Funktion f : R* — R,
flay) = (42® — y*) exp ™"

(b) Berechnen Sie explizit die Terme von Ordnung 3 in der Taylorentwicklung von f um den
Punkt (0, 1).

Aufgabe 28: (Vorarbeit zu Euler-Lagrange) Es sei E' die Menge aller zweimal stetig differen-
zierbaren Kurven z : [0, s] — R™. Zeigen Sie:

(a) E is ein R-Vektorraum. (Definieren Sie zunéchst was die Addition und Skalarmultiplikation
in E ist)

(b) Zeigen Sie, dass

2] := sup [lz(t)[[r» + sup [l&()|lrr + sup [|#(t)]|r
te[0,s] te[0,s] te(0,s]

eine Norm auf £ ist, die E zu einem Banachraum macht. Hierbei bedeutet @ (bzw, Z) die
erste (bzw. zweite) Ableitung von x nach t.

Aufgabe 29: Es sei ZaENOm cox® eine Potenzreihe. Sei weiter (z1, ..., z,,) € R™, so dass die Men-
ge {|callz¥| : @ € Nj'} beschrankt ist. Zeigen Sie, dass dann ZaeNgﬂ cox® fiir jedes x € R™ mit
|z;| < |z] fiir alle j € {1,...,m} absolut konvergiert.

Hinweis: Versuchen Sie diese Aussagen fiir Potenzreihen in einer Variable zu beweisen (Stich-

wort: geometrische Reihe) und dann adaptieren Sie diesen Beweis fiir den Fall der mehreren
Verénderlichen.

Aufgabe 30:* Es seien E, £’ Banachriume und U C FE eine offene Teilmenge.

(a) Gegeben seien hinreichend oft differenzierbare Abbildungen F': Up — E', v : (a,b) — Ug.
Berechnen Sie die erste, zweite und dritte (totale) Ableitung der Verkettung
Fo~:(ab)— FE.

(b) In dem Fall v(t) = x +th mit . h € E, t € (a,b) D [0,1] berechnen Sie die k-te Ableitung
von F o~ fiir ein beliebiges k € N.



(c) Fiir f € C*(Ug, E') sei f(x + h) = T¥(h) + RE ;(h) die Taylorentwicklung von f um
x € Ug, wobei RY ((x) das Restglied ist, siche Vorlesungsskript.

Beweisen Sie die Abschétzung

17 (W] < Sup 1D (2 + )] - (1]
€10,

in dem Sie wie folgt vorgehen:

e (Yoga auf Banachraumen) Die hoheren Ableitungen von f : Up — E’, berechnet in einem
Punkt z € Ug, liegen in den folgenden Riumen: Df, € L(E, E"), D*f, € L(E,L(E,E")),
D3f, € L(E,L(E,L(E,E"))), etc. Wir schreiben dann abkiirzend D? f,.(hy, he) := (D?f.(h1))(ha),
D3fy(hi, ha, hs) = ((D?f,(h1))(h2))(hs),... und fiir beliebiges k sowie beliebige Vektoren
hi,....hy € E: D*f(hy, ..., hg) :== (..((D*f.(h1))(h))...)(hg). Die so definierte Abbildung
D¥f,:Ex---xE— E' (hy,...,hy) = D*f.(hi, ..., h) ist eine k-fach multilineare Abbil-
dung. Zeigen Sie (Induktion iiber k), dass die folgende Anschétzung gilt:

1D fa(hay oo s i)l < NID" fallop - 1l - 1Bl

3]
e Definieren Sie ¢(t) := fo~(t) mit v(¢) := x +th und betrachten Sie fiir ein beliebiges aber
festes y € [0, 1] die Hilfsfunktion
-2z —2)? —2)"
w(z) = oly) — o)~ U2 pg, WA ey WA g,
Berechnen Sie die Ableitung von ¥ an der Stelle z € [0, 1]. (Schreibweise wie in 1.4.3.) [3]*

e Wenden Sie den Mittelwertsatz (1.4.6 in der Vorlesungszusammenfassung mit v(t) =
(sup,cpq 1DV (2))]]) - t) auf die Funktion ¢' : [0,1] — E’ an und zeigen Sie, dass die

so gewonnene Abschitzung die zu beweisende Abschéitzung impliziert. [3]*
e Zeigen Sie, dass fiir £ = R™ sowie z, h € R™ unter Verwendung der Multiindexschreibweise

die folgende Identitét besteht:

k—mal
—
he o Dxf() (7 B
R
|a|=d ’
dk
Hinweis: fiir eine festes h € R™ gilt D*f,.(h, ..., h) = s O(t — f(z +th)) [3]*

Abgabe: Montag, 14.12.2009, zu Beginn der Vorlesung.



