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Übungen zu “Differentialgeometrie I”

1. Beweisen die folgende Kettenregel: SeienM , N und P glatte Mannigfaltigkeiten, Φ:M →
N und Ψ:N → P glatte Abbildungen, p ∈M , q = Φ(p) und r = Ψ(q). Es ist dann auch
Ψ ◦ Φ:M → P glatt und für ihr Differential in p gilt:

D(Ψ ◦ Φ)p = DΨq ◦DΦp

2. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, f :M → R eine glatte Funktion und p ∈ M . Identi-
fiziert man den Tangentialraum TRt von N = R in jedem Punkt t ∈ R kanonisch mit
R, so zeigen Sie, dass gilt: Dfp = dfp.

3. Sei Mn ein glatte Mannigfaltigkeit und U ⊆ M eine offene Menge versehen mit ihrer
induzierten glatten Struktur. Sei ϕ:U → V ⊆ Rn eine Karte, ∂/∂xi ∈ X (U) (i =
1, . . . , n) die induzierten Koordinatenvektorfelder und (e1, . . . , en) die kanonische Basis
von Rn. Zeigen Sie:

(a) ϕ ist ein Diffeomorphismus;

(b) identifiziert man für jedes x ∈ V den Tangentialraum TVx kanonisch mit Rn, so gilt
für alle p ∈ U und i = 1, . . . , n:

Dϕp(
∂

∂xi
|p) = ei

4. Sei Mn+k eine glatte Mannigfaltigkeit und Nn ⊆ Mn+k eine Umtermannigfaltigkeit der
Codimension k sowie i:N →M die Inklusion. Zeigen Sie:

(a) Es ist i eine Immersion, d.h. für jedes p ∈ N ist Dip:TNp → TMp injektiv. (Hinweis:
Bzgl. geeigneter Karten ϕ: Ũ → V ×W ⊆ Rn ×Rk und ψ: Ũ ∩N → V ⊆ Rn um p
ist ϕ ◦ i ◦ ψ−1(x) = (x, h(x)) für eine glatte Funktion h:V → W .)

(b) Ist p ∈ N , U ⊆ M eine offene Umgebung und F :U → Rk eine glatte Funktion mit
F−1(0) = N ∩ U und rang(DFp) = k, so gilt:

im(Dip) = ker(DFp)
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