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Physikalische Erwartungen

◮ Elektronen ohne Feld
◮ Gebundene Zustände (Punktspektrum)
◮ Kontinuum oberhalb Ionisierungsschwelle

(absolut stetiges Spektrum)

◮ Elektronen mit Feld
◮ Grundzustand (inf des Spektrums ist Eigenwert)
◮ Angeregte Zustände werden Resonanzen
◮ Kontinuum oberhalb des Grundzustands

(absolut stetiges Spektrum)
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Skalierung / Feinstrukturkonstante α

Skalierung so, dass Feinstrukturkonstante α allein als Parameter
im Wechselwirkungsterm von Elektron(en) und Feld auftritt:

H =
(

−i∇ + α3/2A(αx)
)2

+ Coulomb +Hf .

Zusammenhang mit physikalischem Hamilton-Operator:
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Satz (vgl. Cycon et al. Proposition 4.1)

Sei H selbstadjungiert und R(z) :=
1

H − z
. Weiter existiere für

jedes ϕ aus einer dichten Menge eine Konstante C(ϕ) >∞, so
dass

lim
ε→0+

sup
µ∈(a,b)

〈ϕ, ImR(µ+ iε)ϕ〉 ≤ C(ϕ) .

Dann hat H nur absolut stetiges Spektrum in (a, b).

Beweis:
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Methode des Konjugierten Operators

◮ Voraussetzung: Mourre Abschätzung

E∆(H) [H, iA]E∆(H) ≥ αE∆(H)

◮ Folgerung: Limiting Absorption Principle (s > 1
2)

lim
ε→0+

〈ϕ, 〈A〉−s R(λ± iε) 〈A〉−s ψ〉 ex. uniform

. . . und weiter
(i) absolut stetiges Spektrum und
(ii) lokaler Zerfall durch Photonenemission,

‖〈A〉−s e−iHt f(H) 〈A〉−s‖ = O
(

1
ts−1/2

)

, t→ ∞
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◮ Virial-Theorem (folgt aus Mourre-Abschätzung):
Keine Eigenwerte

◮ Satz (vgl. Cycon et al. Theorem 4.2)
Seien H und A beschränkt und selbstadjungiert und sei
[H, iA] = C†C mit ker(C) = {0}.
Dann hat H rein absolut stetiges Spektrum.

Beweis:

Bemerkung: Mourre Abschätzung: ähnlich, aber
◮ Operatoren i.A. unbeschränkt
◮ lokal im Spektrum
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Idee
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Voraussetzungen
Konjugierter Operator: Dilatationen

H : D(H) ⊂ H → H s.a., A s.a., Ω ⊂ R offen

◮ H ist lokal von Klasse C2(A) in Ω, d.h.

s 7→ e−isA f(H) eisA ϕ

ist zweimal stetig diffbar ∀ f ∈ C∞
0 (Ω) und ∀ ϕ ∈ H.

◮ Für jedes λ ∈ Ω existiert eine Umgebung ∆ von λ mit ∆ ⊂ Ω
und eine Konstante α > 0, so dass

E∆(H) [H, iA]E∆(H) ≥ αE∆(H)

(Mourre-Abschätzung).
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Voraussetzungen
Konjugierter Operator: Dilatationen

Geeignetes A: Dilatationsoperator

A = dΓ(a) , a =
1

2
(px+ xp) .

Anschaulich: (klassisch)

Dilatation: e−
i
2
(px+xp)t ϕ(x) = e−

dt
2 ϕ(e−tx)
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Definitionen / Forderung

◮ E := inf(H)

◮ E1 := inf σ(He−) isoliert und nicht-entartet

◮ E2 := inf(σ(He−) \ {E1})

◮ Egap := E2 − E1

Satz (Mourre-Abschätzung; Fröhlich et al. Theorem 1)

Sei α≪ 1. Dann gilt für jedes σ ≤
Egap

2

E∆(H − E) [H, iA]E∆(H − E) ≥
σ

10
E∆(H − E) ,

wobei ∆ = [σ3 ,
2σ
3 ].

Damit folgt absolut stetiges Spektrum in Ω = (E,E +
Egap

3 ).

Warum α klein?
Stefan Keppeler Absolut kontinuierliches Spektrum oberhalb des Grundzustands


	
	Prolog
	Literatur
	Erwartungen

	Hamilton-Operator
	Skalierung / Feinstrukturkonstante 

	Absolut kontinuierliches Spektrum
	Methode des Konjugierten Operators
	Idee
	Illustration
	Voraussetzungen
	Konjugierter Operator: Dilatationen

	Mourre etc. für nicht-rel. QED

