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Klassische Mechanik

...eines Punktteilchens

Newtonsche Mechanik

» Ort 7 € R3

» Bewegungsgleichung, z.B. mi& = —VV (z) (V' Potential)
Lagrangesche Formulierung

> Lagrangefunktion L(z,i) = 2i* - V(x)

» Wirkung S|z fo x,x)dt

> Variation 65 = 0 = Bewegungsgleichung /
Hamiltonsche Formulierung

» Kanonischer Impuls p = a—L (hler mi)
) =

» Hamiltonfunktion H (p, — L(z, 1)

(Legrendre-Trafo) ‘
hier H(p,z) = £ + V() 7

2

t=(p,)
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...eines Punktteilchens
Motivation: Veranderliche Teilchenzahl
... fiir N Teilchen

Quantenmechanik

Quantenmechanik
» Zustand beschrieben durch i (t) € H (hier = L?(R?))
» Bewegungsgleichung: Schrédingergleichung
ih— = Hv
» Hamiltonoperator [ = “H(p,#)" mit Dj, k] = ’%@-kl
(Heisenbergsche oder kanonische Vertauschungsrelationen)
» In Schédinger- oder Ortsdarstellung realisiert durch
Z; = x; (Multiplikationsoperator) und

. ,
p; = Ti (Differentialoperator) Beispiel: /

1:13]'

1“Quantisierung”:

Ersetze p,x, H ... durch lineare Operatoren ﬁ,fc,f[, ... H—H

Stefan Keppeler Bosonischer Fockraum



Klassische Mechanik
Quantenmechanik
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...eines Punktteilchens
Motivation: Veranderliche Teilchenzahl
... fiir N Teilchen

Wie beschreibt man z.B. Paarvernichtung?

4

Anzahl der Teilchen (eines bestimmten Typs) dndert sich!
» vorher: (#e,#eT,#v) = (1,1,0)
» nachher: (#e, #e™, #~v) = (0,0,2)
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...eines Punktteilchens
Motivation: Veranderliche Teilchenzahl
...fiir N Teilchen

Quantenmechanik

zundchst: Feste Anzahl NV > 2 identischer Teilchen
» N=2
> zunichst 1) € H ® H ~ L*(R%)
> U(x1,x2) und (PY)(z1,22) = (22, x1) beschreiben

denselben Zustand, d.h. sind verkniipft durch eine unitare

Transformation
» analog N > 2:
» zunichst ¢y € HON

» Permutation o € Sy, unitire Darstellung auf H®Y erklart

durch (P(q)@b)(xl,...,xN); Y(@-1(1)s - o1 ()
» Falls nun A observabel = [4, P(0)] =0

... Superauswahlregel

» Reduziere Darstellung P bzw. zerlege H®Y in
permutationsinvariante Unterrdaume
... entsprechen unterschiedlichen Teilchensorten
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...eines Punktteilchens
Motivation: Veranderliche Teilchenzahl
...fiir N Teilchen

Quantenmechanik

physikalisch realisiert: Eindimensionale Darstellungen

» %, vollstindig symmetrische Wellenfunktionen:
Bosonen, z.B. ¢ € H5 = (w1, 72) = (w2, 71)

» 4, vollstindig antisymmetrische Wellenfunktionen:
Fermionen, z.B. 1 € H{ = (x1,x2) = —b(x2,11)

allgemein
= {v e KON | Ployy = v}

HY = {¢ e HEN ‘ Plo)yy = sign(a)w}
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Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

[e.e]
Fockraum F = @D H;, wobei Hj :=C, H{ = L*(R?) etc.
n=0

> & € F ist eine Folge ® = (¢, ¢1,...) mit ¢; € HS

> Norm: [|@]* = le%llm wobsei [|¢o|* == |¢o*.
7=0

» Wichtiger Zustand: Vakuum |0) = Q= (1, 0,0,...)
—
keine Teilchen

» Teilchenzahloperator N: (N®),, = ne,
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Bosonischer Fockraum

Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Erzeugungsoperator af(¢) und Vernichtungsoperator a())
fiir Teilchen mit Wellenfunktion ¢

..sollten erfiillen

Die folgenden Definitionen sind gut: #

(a(w)<1>)n(a:1, ey

(CLT (w)(b)n(xl, PN

)

a ()2 = (0,4,0,...)
a()(0,1,0,...) = o), aeC
Tn)=vVn+1 E(a:) i1 (21, ... ) d32 fiirn >0
n Z IJ (bn 1 xl,...,a:j_l,xj+1,...,a:n)

fir n > 1 und (a(y))®)o = 0.
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Bosonischer Fockraum Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Eigenschaften

> al(ay + B¢) = aa' (¢) + Bal(¢) (linear)

» Vertauschungsrelationen
R P I GO
[a(¥), a(9)] = 0 = [a'(v),al (9)] 7
» Beispiele:
> (at(¥)(0,9,0,...)),(z1,22) = /
» &= (0707¢2707"')v ¢2($17x2):¢(x1)¢(x2):

(a()2), (o) =
> Falls [|¢)[|2, =1, so hat a'(¢)a(¢)) Eigenwerte 0,1,2,3, ...,
zahlt Anzahl der Teilchen mit Wellenfunktion

Stefan Keppeler Bosonischer Fockraum



Quantenfeld heuristisch
Operatorwertige Distributionen

e Zeitentwicklung: Freies Feld

» Wihle ON-Basis {1} des L*(R?), d.h.
Wil = [ 3(0) (o) 2 =
Z% = d(z —2)

» Formal: Erzeuge ein Teilchen an der Stelle = durch

(T Q)lcm = 3 () By (@) = 6z — 21)
J J

“=:al(z) /
> [az),a’(y)] =D [alyy)s ' ()] v (2) Piy) = 6z —y)

ik
J (Y5, %k) 2=05k
.. interpretiere als co-dimensionale Verallgemeinerung

von [ﬁj,i‘k] = %‘%k
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Quantenfeld heuristisch
Operatorwertige Distributionen

e Zeitentwicklung: Freies Feld

» eigentlich: a(z) opertorwertige Distribution,
. /
aw)= [ F@awde
R3

> a(x) definiert auf D:

» ® mit endlicher Teilchenzahl,
d.h. ¢; # 0 fiir nur endliche viele j,
» wobei alle ¢; € S(R?) sein miissen.

» allerdings: af(x) nicht dicht definiert, also nicht abschlieBbar

» aber: normalgeordnete Produkte (“alle Vernicher rechts”)
kdnnen als quadratische Formen definiert werden,

<(I)> al (Tl) T (J,T(QT,,L) a(ym) T a(yl) ‘Il>
= (a(xy,) - alz) @, a(ym) -+ aly1) V)
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Quantenfeld heuristisch
Operatorwertige Distributionen

e Zeitentwicklung: Freies Feld

» Einteilchen-Zeitentwicklung: Schrédingergleichung
9 X

dh o(x,t) = e tHlp(z)  ((x,0) = p(z))

» Freies Feld:
a(y)(t) :a(e-%f%) = [ () ale,t) Bz
R3
» Dann erfiillt a(x,t) die Schrédingergleichung als Distribution,

ih%a(m,t) = Ha(z,t)
Begriffe:
> “quantisierte” Schrodingergleichung
» Quantenfeld

» Feldquantisierung (auch “2. Quantisierung”)
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