Einleitung
Die Existenz eines Grundzustands

Existenz des Grundzustands in der

nicht-relativistischen QED
Seminar: Mathematische Grundlagen der QED

Jakob Wachsmuth

04.12.2008

Jakob Wachsmuth Existenz des Grundzustands in der nicht-relativistischen QED



Ziele und Gliederung des Vortrags
Das Pauli-Fierz-Modell
Untere Schranke an die Energie

Einleitung

Liele

Ziele des heutigen Vortrags:
» Einfihrung des Pauli-Fierz-Modells der nicht-relativistischen QED

» Erlduterung der mathematischen und physikalischen
Voraussetzungen fiir die Existenz eines Grundzustands

» Verstindnis der auftretenden mathematischen Schwierigkeiten und
der Strategie, um diese zu Gberwinden

» Kurzer Einblick in die benétigten Abschdtzungen und der
physikalischen Intuition dahinter
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Das Pauli-Fierz-Modell

Wir betrachten die Kopplung von N nicht-relativistischen Elektronen an
das quantisierte Maxwellfeld einer variablen Anzahl von Photonen. Der
zugrunde liegende Hilbertraum ist dann

N
H=QL R, C)® 7,

as

wobei @\ L2(R?, C?) der total antisymmetrische Unterraum des
N-Teilchen-Hibertraums und F der bosonische Fockraum ist.

Der Hamilton-Operator des Pauli-Fierz-Modells ist gegeben durch:
N

Hy i= Hy+ 3 ((=iV + VaA@))® + VaB(m) o) + a(l+ V).
j=1

Hierbei ist die Kopplung durch die dimensionslose Feinstrukturkonstante
« parametrisiert.
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Der Feldoperator ist (fiir Photonen Dispersionsrelation w(k) = |k|)

= w(k) a(k)ay(k) d3
N ECECREEY

Die Kopplung innerhalb des Paulioperators wird realisiert durch

2

o 1 e—ik~w c a eik~$ c at 3
A = 3 [ e R e s ) O

B(z) = (V x A)(=).

Die potentielle Energie der Elektronen enthalt ihre Wechselwirkung I
und ein von K Kernen verursachtes duBeres Potential V,

N N
I(X) = Z \wi—ﬂ?f|_17 V(X) = _Zzzz‘% |
i#j=1 J=1 i=1

Dabei ist Z; die Kernladungszahl des i-ten Nucleons.
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Untere Schranke an die Energie

Die Energie
N
Hy = Hy + 3 ((=iVa + VaA()? + VaB(w) - o5) + 1+ V
j=1

ist als Form fir alle Werte von o und A nach unten beschrankt,
(W[HY) > e(a, A)(Y] = Axy) — Cla, A)(W[y).

Denn
> Hy ist ein nicht-negativer Operator.
> (p— A)2 > e(6)p? — §A%
» [+ V ist infinitesimal beschrankt durch —Ax.
» A? und B? sind beschrankt durch Hy.

Insbesondere existiert also By := inf| =1 (| Hyv) und bei
beschrankter Energie gilt (¢| — Axv) < ool
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Die Bindungsbedingung

Unter welchen Voraussetzungen gibt es ein 1o # 0 mit Hytg = E¥1?

Sei EO = inf|‘¢”:1<1/)|(HN — V)¢> & ZV = inf0§M<N (EI\Y[ + E]Q]fM)
Die sogenannte Bindungsbedingung,

EY < %X,

stellt sicher, dass es am giinstigsten ist, wenn alle Elektronen lokalisieren.

Theorem (Griesemer, Lieb, Loss [1])

Falls die Bindungsbedingung erfiillt ist, so existiert fiir alle Werte von «
und A ein Grundzustand vy € H, d.h. |1 = 1 und

Hyvo = ENo.

Es sei Z := Zlel Z; die Summe der Kernladungszahlen. In [3] zeigen
Lieb & Loss (mit viel Aufwand), dass fir N < Zfil Z; die
Bindungsbedingung erfiillt ist!
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Die direkte Methode der Variationsrechnung

Um das Theorem zu beweisen, missen wir einen nicht-trivialen
Minimierer des Energiefunktionals E (1)) = (1)|Hy1) finden. Ubliches
Vorgehen (direkte Methode der Variationsrechnung):

» Wahle normalisierte Minimalfolge (v¥,,) = F o : ¥ — 0.

> Zeige Konvergenz von (,,) gegen 1o in H (starke Konvergenz).

» Zeige Unterhalbstetigkeit von £ = E(1)y) = EY.
Das Problem hier ist, dass die "meisten" Minimalfolgen (¢,,) nicht stark
konvergieren, da das kontinuierliche Spektrum bis an E heranreicht:
Lemma
Esgilt o(Hy) = [EY,0).
BEWEISIDEE: Zu gegebenem A\ > E wahle ko mit |ko| = A — EY. Zu
nicht-negativem f € C5°(R?) definiere man

fn(k) o= & FnmB2f (m(k — k), |Rp| — o0.

Dann betrachte man a* ()., mit einer Minimalfolge (¢,,). O
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Die direkte Methode der Variationsrechnung

Wo liegt nun die Schwierigkeit genau dabei? Um aus schwacher starke
Konvergenz zu folgern, muss man Folgendes uniform in m zeigen:

> Lokalisierung der Elektronen im Impuls — folgt aus Abschatzung von
—Ax gegen die Energie

» Lokalisierung der Elektronen im Ort — wird aus Bindungsbedingung
abgeleitet werden

» Lokalisierung der Photonen im Impuls — Klar wegen UV-Cutoff

» Lokalisierung in der Photonenanzahl, d.h. Schranke an den
Anzahloperator [, a*(k)a(k)d®k

» Lokalisierung der Photonen im Ort, d.h. Schranke an —Aj

Die letzten beiden Abschatzungen sind im Allgemeinen nicht richtig, weil
man durch das Hinzufigen von immer mehr, immer weicheren Photonen
die Energie verringert.

Jakob Wachsmuth Existenz des Grundzustands in der nicht-relativistischen QED



Die Bindungsbedingung

Die direkte Methode der Variationsrechnung
Die Existenz eines Grundzustands Konstruktion einer speziellen Minimalfolge

A-priori-Abschtzungen

Konstruktion einer speziellen Minimalfolge

Ausweg: Man gibt den Photonen zunachst eine Masse ;1 > 0.

wik) —  wu(k) = VIEE £ 42

In diesem Fall erhoht das Hinzufiigen von Photonen die Energie und es
lasst sich einfacher zeigen, dass es einen Grundzustand gibt.

Theorem (Derezinski, Gerard (1999))
Sei EY (1), = inf|jy) =1 (Y| HNp). Gilt die Bindungsbedingung fiir Hy,
so existiert fiir |1 klein genug ein 1, mit
Hibu = BN (0)v.
Um dies zu beweisen, splittet man H]‘(, sowohl im Ortsraum der

Elektronen als auch in dem der Photonen auf und zeigt dann, dass fiir
eine normalisierte Folge (¢,,), die schwach gegen 0 konvergiert, gilt

Jim (¢ Hyom) > Ey () + min{Sy () — By (1), u}-

Da gilt, dass EY (1) — EY, ist (1,,) eine spezielle Minimalfolge fiir E.
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A-priori-Abschatzungen

Entscheidend ist nun in g uniforme A-priori-Abschdtzungen herzuleiten:

Lemma
Sei 8> 0 mit 3> < XY — EY. Dann gibt es ein C' < 0o, so dass fiir alle
w klein genug

lexp(B(X))v, > < C(1+ L

- 2

Lemma (Bach, Frohlich, Sigal (1999))

Es existiert ein C' < oo, so dass fiir fast alle k

ay(k C aXA(> X
lax(k)ull < f\/mlll [thpll-

Lemma (G.,L..L. [1])

Es existiert ein C' < oo, so dass fiir fast alle k
xa (k)
[Viax(B)ibull < \F|k‘3/2 [(L+ [ XD ull-
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Lokalisierung der Elektronen im Ort

lexp(B(X)¢ull* < C(1+ sr—pr=s) 14l
BEWEISSKIZZE: Definiere X(R) 1= inf) =1 supppcr¥\ B, (Y[ HnY) und
Y :=limpr_co L(R). In [2] zeigt Griesemer (mit etwas Aufwand), dass
Yy =%
Sei y glatt mit supp x C RV \ By und x = 1 auBerhalb von Bs.
Definiere f = x(X/R) exp(G(X)). Es gilt
(Foul(Hy — BN u)fn) = —Wul[[Hy — BN (1), ], f]4) /2
= <w#||VXf|2wu>'

Da Vxx kompakten Trager hat, erhdlt man

Cluldn) = (foul(Hy — Ex (1) = 52) )
> <f¢u‘(2_ E]¥ _62)f¢;t>/2

fur p klein genug und R groB genug. O
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Lokalisierung der Photonenanzahl

lax (k)| < W%“nwmu

BEWEISIDEE: A(z) = A(z) — A(0) enthalt Faktor % — 1, der sich fiir
kleine k gut (wie |k|) verhilt.

Durch die Boguljubov-Tranformation U := exp (i Zszl Vaz; - A(0))
wird A durch A ersetzt. AuBerdem ergibt sich

Ua)\(k)U* = a)\(k> —ib,\(k,X>

mit bA(k,X):x,\(k:)\/W ZJ Vo

Der Zusatzterm erfiillt offensichtlich die Abschatzung. Beim Rest hilft
das gewonnene |k|. O

Fiir die Abschitzung an Vay (k) geht man ebenso vor. Zusatzliches
Problem ist, dass die €)(k) nicht global glatt gewahlt werden kénnen.
Dennoch kostet Ableiten nur den zu erwartenden Faktor |k|.
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