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Einleitung

Liele

Ziele des heutigen Vortrags:

> Beispiel fir die Vorgehensweise einer Feld-Quantisierung in der
Physik

» Quantisierung des freien Maxwell-Feldes (Strahlungsfeld), behandle
Maxwell-Gleichungen im Vakuum

» Erzeuger- und Vernichter-Operatoren sowie Teilchendichte-Operator
des Strahlungsfelds

» Erhalte damit Feldoperatoren des Vektorfeldes sowie
normalgeordneten Hamilton-Operator
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Maxwell-Gleichungen im Vakuum
Strahlungs-Eichung
Lésungsansatz fiir das Vektorfeld

Etwas Elektrodynamik...

Setting

Heaviside-Lorentz Einheiten:

22 1 oA

747_(%0 = 137 mit ey = \/47'[60
» nicht auf Bohrradius ag skaliert

AuBerdem: h=c=1

» Feinstrukturkonstante oo =

Abwesenheit von Ladungen:
» Strom j =10
» Ladungsdichte p =0

Elektrisches Feld F
Magnetfeld B

Sebastian Bolzle Quantisierung des Maxwell-Feldes



Einleitung

Etwas Elektrodynamik...
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Maxwell-Gleichungen im Vakuum
Strahlungs-Eichung
Lésungsansatz fiir das Vektorfeld

Maxwell-Gleichungen im Vakuum:

0 0
B=—FE E=—-—B
V x ErR V x T
V-B=0, V-E=0
Antisymmetrischer Feldtensor:
0 E, E, E,
FHrv = —E, 0 B. =B,
-E, —-B, B,

0
-FE, By, —-By 0
Maxwell-Gleichungen in neuer Form:

0, F* =0,
i R N A e
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Einleitun
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Maxwell-Gleichungen im Vakuum
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Benutze 4er-Vektorpotential A* = (¢, A) mit
FH = 9,A" — 0, A”
A* erfiillt Bewegungsgleichung

0,0" A" —90"9,A" =0
——

(]

A* dadurch nicht eindeutig bestimmt, denn
AF — A = AP+ 9PN

mit beliebiger skalarer Funktion A\(z), lasst F'*¥ und damit E und B
invariant.
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Maxwell-Gleichungen im Vakuum
Strahlungs-Eichung
Lésungsansatz fiir das Vektorfeld

Etwas Elektrodynamik...

Eichung

Wihle hier Strahlungs-Eichung:
0, A" =0 Lorenz-Bedingung
» Legt Eichung nicht fest, weitere Eichung mit A moglich
» Reduziert die Freiheitsgrade von A* auf drei

Zusatzlich
V-A=0 Coulomb-Eichung

> Reduziert die Freiheitsgrade von A* auf zwei

» Entspricht den beiden physikalisch relevanten Spin-Freiheitsgraden
der Photonen
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Maxwell-Gleichungen im Vakuum
Strahlungs-Eichung
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Dynamik

Strahlungs-Eichung ergibt die freie d'Alembert-Gleichung als Dynamik:
OA%* =0

Beachte: freies Maxwell-Feld ohne externe Quellen, Wahl A° = 0 méglich

Losungsansatz:

3
/ d k o—ike e’;(k)%\(k) 4 etk e&‘(k)*ai(k))

wobei Wellenvektor k mit ky = |k
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Maxwell-Gleichungen im Vakuum
Strahlungs-Eichung
Lésungsansatz fiir das Vektorfeld

Etwas Elektrodynamik...

Eigenschaften des Polarisationsvektors ek (k):
» (k) =0, damit A% = 0 erfiillt

> k-ex(k) =0, wegen V- A =0, d.h. zwei Polarisationsrichtungen
A=1,2

> €x(k) - ex (k) = dxn orthonormal

> 33 (k) (k) =89 — kk’j , orthogonales Dreibein von k, €, (k)

Polarisationsvektor gewahrleistet
» Vektoreigenschaft des Vektorpotentials
» zwei physikalisch relevante Polarisationsrichtungen des Photons

Im Fall der alleinigen Lorenz-Eichung hatte man vier
Polarisationsrichtungen erhalten.
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Kommutatorpostulat
Hamilton-Operator des Maxwell-Feldes

Quantisierung Teilchendichte-Operator

Quantisierungsvorschrift

Im Unterschied zur klassischen Feldtheorie sind die Amplituden a, (k)
und a3 (k) keine komplexen Zahlen, sondern Operatoren.

Auf Grund der statistischen Eigenschaften der Planck-Strahlung und des
Spin-Statistik-Theorems gehorchen Photonen als Quanten des
Strahlungsfeldes der Bose-Einstein Statistik.

Postuliere bosonische Kommutator-Relationen:
T / /
|ax(R) , al, (k)| = Sxx8(k — &)
|ax(k)  ay (k)| = [al (k) af, (k)] = 0

Was bedeutet das Ganze nun?
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Kommutatorpostulat
Hamilton-Operator des Maxwell-Feldes

Quantisierung Teilchendichte-Operator

Hamilton-Dichte

Fiir das elektrische und magnetische Feld folgt mit dem Helmholtz-
Theorem:

E=—-A B=VxA

Lagrange-Dichte des freien Maxwell-Feldes:

1 "y 1 2 2
EZ_ZFI F/”'Vzi(E _B)
Berechne daraus Hamilton-Dichte:
oL Lo 2 Lo 2
= i —r=>(E*+B :f(A A )
HaAjj£2(+)2+(V><)
:
I
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Kommutatorpostulat
Hamilton-Operator des Maxwell-Feldes

Quantisierung Teilchendichte-Operator

Hamilton-Operator

Daraus folgt die Hamilton-Funktion (nutze Lésungsansatz fir A*):

H :/deH =...= Z/dSk % (ax(K)ay (k) + ay(k)ax (k)
A=1

Quantisiere mittels Bose-Kommutator, nutze Normalordnung und erhalte
Hamilton-Operator :

2 al(k)a, (k) + a (k)ﬁ(k))
H = dgk‘k()< )\( A A A .
>/

2
:i/d% ko (ai(k)aA(k))
A=1

Priife, ob Ny (k) := af\(k)ak(k:) Eigenschaften eines Teilchendichte-
Operators besitzt.
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Kommutatorpostulat
Hamilton-Operator des Maxwell-Feldes

Quantisierung Teilchendichte-Operator

Teilchendichte-Operator

Eigenschaften von N, (k):

> [N\(k), Ny (K')] = 0 also kann ein simultane Basis gewahlt werden
aus Eigenvektoren |ny(k)) von Ny (k) mit Eigenwerten ny (k)

> [Nk al (k)] = a (k) [NA(R) L0, (B)] = —a, (k)

Damit lasst sich berechnen:

Folglich sind auch af\(k)|n>\(k)> und a, (k)|nx(k)) Eigenvektoren von
Ny (k) mit um eins erhéhtem, bzw. um eins erniedrigtem Eigenwert.
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ur
ik

Des Weiteren gilt:

l[ax (k)| na (k)| =(na (k)| a} (k) ay (k) |na (k)
=nx(k){(nx(k)|[nr(k)) >0 = nx(k) >0

Aber: a, (k) erniedrigt den Eigenwert und wiederholte Anwendung wiirde
na(k) > 0 verletzen.

Existenz eines Grundzustands |0) mit a, (k)|0) =0

Also besitzt Ny (k) := ai(k)aA(k) alle nétigen Eigenschaften eines
Teilchendichte-Operators.

a:r\(k:) und a, (k) nennt man Erzeuger- und Vernichter-Operatoren fiir die

Quanten des Maxwell-Feldes, die Photonen.
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Feldoperatoren
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Kommutator der Feldoperatoren

Fiir die Feldoperatoren bzw. konjugierten Variablen II/ = —AJ und A7
gilt:

. ) . , . %
i), ai@n] == / ¥ ik (== <5 Kk >

20 =20 k2

Beachte:

» unterschiedliche Kommutator-Relation im Vergleich zu
herkdmmlicher Heisenberg-Quantisierung!

> (617 - kk—§7> anstatt &%

> gewihrleistet richtige Summierung iiber die Helizititen des Photons
(vgl. Eigenschaften des Polarisationsvektors.)
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Feldoperatoren
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Energie und Normalordnung

Hamilton-Operator enthélt einen Term divergierender Nullpunktsenergie:

» |4Bt sich aber ohne weitere physikalische Konsequenzen abziehen
(willkirlicher Nullpunkt der Energie)

> entspricht einer Normalordnung des Operators

=32 [tk G (dmn® + nwdd) )

:af\(k)a/\(k)+1

2
1
— Z/dgk ko (af\(k:)a,\(k) + 2) Abzug der Nullpunktsenergie
A=1

2
= Z/d% ko (ai(kz)a/@k)) identisch mit Normalordnung
A=1
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Zusammenfassung

Vorgehensweise fiir Quantisierung:

> Aufstellen der Feldgleichung(en) und Einfiihrung von
Kommutator-Relationen fiir Operatoren im Ldsungsansatz.

» Erhalte dadurch Erzeuger- und Vernichter-Operatoren, sowie

Feldoperatoren und Hamilton-Operator in quantisierter Form und
letztlich Teil einer neuen Theorie.

» Ausblick

> Energie Cut-Offs
> Quantisierung des Dirac-Feldes mit Fermi-Dirac-Statistik
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