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Übungen zu

�Di�erentialgeometrie I�

1. Zeigen Sie, dass der reell-projektive Raum Pn(R) hausdor�sch ist und abzählbare Topo-
logie hat.

2. Zeigen Sie, dass der Kegel K ⊆ R3, K = {x ∈ R3 : x21 + x22 − x23 = 0}, keine topologische
Mannigfaltigkeit der Dimension 2 ist.

3. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit und {ϕi : Ui → Vi}i∈I ein topologischer Atlas,
{ϕij} seine Übergänge und Q =

∑
i∈I Vi/ ∼, wo xi ∼ xj ist, wenn xi = ϕij(xj) (xi ∈

Vi, xj ∈ Vj) ist. Sei weiter Ψ : Q→M die stetige Abbildung, die Ψ ◦ π(xi) = ϕ−1i (xi) für
alle i ∈ I erfüllt (π die kanonische Projektion auf den Quotienten Q). Zeigen Sie, dass Ψ
ein Homöomorphismus ist.

4. (a) Sei ϕ : Sn \ {N} → Rn die stereographische Projektion aus dem Nordpol N =
(0, ..., 0, 1) heraus, d.h. (ϕ(p), 0) ist der Schnittpunkt der Geraden L durch N und p
mit der Ebene H = {x ∈ Rn+1 : xn+1 = 0}. Zeigen Sie, dass ϕ(p) = p

1−pn+1
ist und

für die Umkehrung ϕ−1 : Rn → Sn \ {N} gilt:

ϕ−1(x) =
1

1 + ||x||2
(2x,−1 + ||x||2).

(b) Berechnen Sie nun auch die stereographische Projektion ψ : Sn \ {S} → Rn aus dem
Südpol S = (0, ..., 0,−1) heraus. Und zeigen Sie für den Übergang
ϕ ◦ ψ−1 : Rn \ {0} → Rn \ {0}:

ϕ ◦ ψ−1(x) =
x

||x||2
.
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