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Übungen zu

�Di�erentialgeometrie I�

1. Sei V ein reeller Vektorraum.Es heiÿt || · || : V → [0,∞) eine Norm auf V (und (V, || · ||
ein normierter Raum), wenn gilt

(a) ||v|| = 0⇐⇒ v = 0, für alle v ∈ V
(b) ||λv|| = |λ|||v||, für alle λ ∈ R, v ∈ V
(c) ||v + w|| ≤ ||v||+ ||w||, für alle v, w ∈ V .

Zeigen Sie, dass dann durch d : V × V → [0,∞),

d(v, w) := ||v − w||,

eine Metrik auf V gegeben wird.

2. (a) Sei V ein reeller Vektorraum und < ·, · >: V × V → R ein Skalarprodukt auf V .
Zeigen Sie, dass dann durch || · || : V → [0,∞),

||v|| :=
√
< v, v >,

eine Norm auf V gegeben wird. (Hinweis: Ungleichung von Cauchy-Schwarz.)

(b) Zeigen Sie, dass in diesem Fall die folgenden Identitäten (für alle v, w ∈ V ) gelten:
• < v,w >= 1

4
(||v + w||2 − ||v − w||2) (Polarisationsformel)

• 2(||v||2 + ||w||2) = ||v + w||2 + ||v − w||2 (Parallelogrammregel)

3. Sei (M,d) ein metrischer Raum, p ∈M und r > 0. Zeigen Sie, dass die Kugel B(p; r) ⊆M
eine o�ene Menge ist.

4. Zeigen Sie: Eine Abbildung Φ : M → N zwischen metrischen RäumenM und N ist genau
dann stetig, wenn das Urbild jeder o�enen Menge V ⊆ N o�en in M ist.
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