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Blatt 8

Übungen zu

�Di�erentialgeometrie I�

1. Sei Mn eine glatte Mannigfaltigkeit, α : [0, 1] → M eine glatte Kurve und ω ∈ E1(M)
eine glatte 1-Form. Wir setzen ∫

α

ω :=

∫ 1

0

ωα(t)(α̇(t))dt

Zeigen Sie: Ist x : U → V ⊆ Rn eine Karte auf M , α(t) ∈ U für alle t ∈ [0, 1], x ◦ α(t) =
(x1(t), ..., xn(t)) und ω|U = ηj ◦ xdxj mit ηj ∈ E(V ) für j = 1, ..., n, so ist∫

α

ω =

∫ 1

0

ηj ◦ x(α(t))ẋj(t)dt.

2. Sei Mn ein glatte Mannigfaltigkeit, p ∈ M und A die R-Algebra der glatten Funkti-
onskeime in p. Sei m ihr maximales Ideal und W := m/m2. Für jedes fp ∈ A (f ein
Repräsentant von fp) setzen wir:

dfp := (f − f(p)) mod m2

Zeigen Sie: Ist x : U → V ⊆ Rn eine Karte um p mit Koordinatenfunktionen x1, ..., xn ∈
E(U), so ist (dx1p, ..., dxnp ) eine Basis vonW . (Hinweis: ObdAM = Rn, p = 0 und Aufgabe
4, Blatt 7)

3. Sei Mn ein glatte Mannigfaltigkeit, p ∈ M und mp ∈ Ep(M) das maximale Ideal. Zeigen
Sie, dass die Abbildung T : Ep(M)→ TM∗

p ,

T (fp)(ξ) = ξ(fp)

einen Isomorphismus T̃ : mp/m
2
p → TM∗

p induziert.

4. Sei A die R-Algebra der glatten Funktionskeime in p = 0, M = R. Für jede o�ene Umge-
bung U von p und jede auf U glatte Funktion f bezeichne Tfp ∈ R[[X]] die Tayloreihe von

f in p (als formale Potenzreihe), Tfp =
∑∞

k=0
fk(0)
k!
Xk. Zeigen Sie, dass T : A → R[[X]]

wohlde�niert und ein Algebra-Homomorphismus ist. Ist T surjektiv, ist T injektiv?
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