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Blatt 9

Übungen zu

�Di�erentialgeometrie I�

1. Sei n ∈ N und B(r) ⊆ Rn die abgeschlossene Kugel vom Radius r > 0 um 0. Zeigen Sie,
dass es eine glatte Funktion ρ : Rn → [0, 1] gibt mit: ρ|B(1) ≡ 1 und ρ|Rn\B(2) ≡ 0. (Wir
nennen ρ ein �Abschneidefunktion�) Anleitung:

(a) Betrachte die glatte Funktion f : R → R, gegeben durch f(t) = e−
1
t für t > 0 und

f(t) = 0 für t ≤ 0. Man setze dann g : R→ R,

g(t) :=
f(t)

f(t) + f(1− t)
,

zeige, dass g wohlde�niert und glatt ist, skizziere ihren Graphen und zeige: 0 ≤
g(t) ≤ 1 für alle t ∈ R, g(t) = 0 für t ≤ 0 und g(t) = 1 für t ≥ 1.

(b) Nun setze man h : R→ R, h(t) = g(2− t), und schlieÿlich

ρ(x) := h(||x||),

und beweise die Aussage.

2. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und p ∈M .

(a) Zeigen Sie (mit Hilfe von Aufgabe 1), dass es für jeden Keim s ∈ Ep(M) einen
Repräsentanten f ∈ E(M) gibt mit fp = s.

(b) Zeigen sie: Ist dimM mindestens 1, so ist dimR E(M) = ∞. (Hinweis: Teil (a) und
Blatt 8, Aufgabe 4)

3. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und p ∈M .

(a) Zeigen Sie, dass es für jedes ξ ∈ TMp eine X ∈ X (M) gibt mitXp = ξ.

(b) Zeigen Sie: Ist dimM = n und (X1, ..., Xn) eine E(M)-Basis von X (M), so ist
(X1(p), ..., Xn(p)) eine R-Basis von TMp.

4. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n ≥ 1. Zeigen Sie:

dimRX (M) =∞, dimR Ω(M) =∞.
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