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Aufgabe 4: Tangentialabbildung

a) Sei (o, V) eine Karte einer Mannigfaltigkeit M. Zeige, dass

Te:TV = | ({a} x ToM) — (V) x R

zeV

ein Diffeomorphismus ist.

b) i) Seien M;, My, M3 differenzierbare Mannigfaltigkeiten der Dimensionen k,l,n und f :
M, — M, sowie g : My — My C'-Abbildungen. Sei

T.f == Ok, (f(x)) o D(pao fopr!) o Ok ().

Zeige mittels dieser Definition, dass die Kettenregel

T(gof)=TgoTf

gilt.
ii) Sei ¢ : M — M ein Diffeomorphismus. Zeige, dass

T~ = (Ty)

Aufgabe 5: Tangentialbiindel
Sei M eine n-dimensionale C'*°-Mannigfaltigkeit und T'M das zugehorige Tangentenbiindel.

a) Zeige, dass M eine Untermannigfaltigkeit von T'M ist.

b) Zeige: TM ist genau dann trivialisierbar, wenn es n punktweise linear unabhingige Vek-
torfelder auf M gibt.

Aufgabe 6: Lokaler Umkehrsatz

Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten der Dimension n. Fiir ein p € M sei f :
M — N eine glatte Abbildung, so dass T'f|, : T,M — TN ein Isomorphismus ist. Zeige unter
Verwendung des Umkehrsatzes im R”, dass es eine offene Umgebung U C M von p gibt, so dass
V= f(U) offen und f : U — V ein Diffeomorphismus ist.

Aufgabe 7: Die orthogonalen Matrizen als Mannigfaltigkeit

Zeige, dass die orthogonalen Matrizen Q(n) := {Q € GL(n) | QTQ = Id} eine Untermannigfaltig-
keit der Dimension " von GL(n) bilden. Weiterhin gilt ToQ(n) = {B|(Q~'B)" = ~Q'B},
insbesondere

T1aO(n) = {B|B" = —B} =: Schief(n).

Hinweis: Finde eine Abbildung F : GL(n) — Sym(n) in die symmetrischen Matrizen Sym(n)
mit F~1(0) = O(n) und verwende die Charakterisierung von Untermannigfaltigkeiten und ihrer
Tangentialrdume tiber eine solche Abbildung.



