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Aufgabe 4:

Sei c eine reguläre, ebene (nicht notwendigerweise nach Bogenlänge) parametrisierte Kurve. Zeige,
dass die Krümmung der Kurve durch die Formel

κ(t) =
ċ(t) · c̈⊥(t)
‖ċ‖3

gegeben ist, wobei wir für einen Vektor v =
(
v1
v2

)
die Bezeichnung v⊥ :=

(
v2
−v1

)
verwenden. Genauer

heisst das: Ist c̃ = c ◦ φ eine orientierungserhaltende Umparametrisierung nach der Bogenlänge mit
Krümmung κ̃, so gilt

κ̃ = κ ◦ φ.

Aufgabe 5: Frenet-Gleichung
Sei c : I → R2 eine ebene nach Bogenlänge parametrisierte Kurve. Wir setzen v := ċ. Sei κ die
Krümmung von c und sei n der Normalenvektor. Zeige, dass(

v̇(t)

ṅ(t)

)
=

(
0 κ(t)
−κ(t) 0

)(
v(t)

n(t)

)
.

Aufgabe 6:

Berechne die Krümmung der Ellipse

c(t) =

(
a cos(t)

b sin(t)

)
, t ∈ [0, 2π], a 6= b.

Aufgabe 7:

Es sei c eine ebene Kurve und T die Tangente an c in p = c(t). Ziehe eine Gerade L parallel zur
Normalen in p in einem Abstand d von p. Es sei h die Länge des Segments auf L, das durch {c(t)}
und T begrenzt wird (h ist die “Höhe” von c relativ zu T ). Beweise, dass

|κ(t)| = lim
d→0

2h

d2
,

wobei κ die Krümmung von c ist.

Aufgabe 8:

Sei c : [0, 1]→ R2 eine reguläre, ebene parametrisierte, geschlossene Kurve mit Umlaufzahl 1. Zeige,
dass für die Krümmung κ gilt ∫ 1

0

|κ(t)|dt ≥ 2π.


