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1 Einleitung

Physikalische Fragestellung:
Wir betrachten zunéchst die Dynamik eines einzelnen quantenmechanischen Teilchens im Orts-

raum R? (fir d = 1,2,3 ist dies physikalisch relevant) unter dem Einfluss eines Potentials
V : R — R. Beispielsweise wire fiir ein Elektron im Feld eines Kerns am Ort = 0 die
Raumdimension d = 3 und das sog. Coulombpotential V(z) = —%, wobei Z die Ladungszahl

des Kerns ist.

1.1 Definition. Quantenmechanische Beschreibung: ein einzelnes Teilchen

(1)

Der Zustand des Systems wird durch die Wellenfunktion % : R; x Rg — C beschrieben,
wobei

9 ey = [ Wo(t.)Pde =1

angenommen wird. Physikalisch interpretieren wir p(t,z) := |1 (¢,x)|? als die Wahrschein-
lichkeitsdichte fiir den Ort X (¢) des Teilchens zum Zeitpunkt ¢.

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Teilchen zum Zeitpunkt ¢ in einem Gebiet A C R¢
befindet, ist also

P(X(t) € A) =P¥(A) = /A (t, )| da .

Die Wellenfunktion v (-) := (¢, -) definiert somit ein Wahrscheinlichkeitsmafl P¥* auf dem
Konfigurationsraum fiir den Aufenthaltsort eines Punktteilchens. Also ist p keine Massen-
oder Ladungsdichte.

Die Dynamik des Zustands, d.h. dessen zeitliche Verénderung, wird durch die Schrédinger-

gleichung
2

(1, 7) = o Agap(t,2) + V(ah(t ) = H (1)

beschrieben, wobei die Naturkonstante A das Planck’sche Wirkungsquantum heif3t, m die
Masse des Teilchens und V' das Potential ist. Der Laplaceoperator ist

d 82
Ay = E —.
’ (' Qa2
Jj=1 J

Der Differentialoperator H, der sog. Hamiltonoperator, ist damit gegeben durch

h?
H=—A,+V .
2m (m)

Die Schrodingergleichung ist eine lineare partielle Differentialgleichung (der Hamiltonope-
rator selbst ist fiir typische Potentiale elliptisch), deren Losungstheorie ein zentrales Thema
dieser Vorlesung sein wird.

1.2 Kommentar. Vergleich zur klassischen Mechanik

Die Newtonschen Bewegungsgleichungen fiir ein Teilchen im Potential V' sind

m(t) = F(q(t)) = =VV(q(t))
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wobei ¢ der Ort des Teilchens ist. Wir kénnen dies in ein System von Differentialgleichungen
erster Ordnung umwandeln, indem wir p(t) := m ¢(t) einfithren und

o (2= () ) - (Selien)

schreiben, wobei H(q,p) = |p ® V(q) die klassische Hamiltonfunktion ist. Vergleichen wir dies

mit dem Hamiltonoperator der Quantenmechanik, so sehen wir, dass dieser aus der klassischen
Hamiltonfunktion durch sog. , kanonische Quantisierung® entsteht: man fasst H als Operator auf,
der auf Funktionen von z operiert, indem man ¢ durch  und p durch —ihV, ersetzt.

1.3 Bemerkung. Da die Quantenmechanik die fundamentalere Theorie ist, ist physikalisch
natiirlich die umgekehrte Frage relevant: Wie 148t sich aus der Quantenmechanik die klassische
Beschreibung in geeigneten Grenzfiillen herleiten?

1.4 Definition. Quantenmechanische Beschreibung: n > 1 Teilchen

Fiir n Teilchen lebt die Wellenfunktion auf dem Konfigurationsraum (R?)” = R, d.h. die Kon-
figuration « = (x1,...,x,) € R¥ ist durch die Orte z1,...,z, € R? aller Teilchen gegeben. Die
Wellenfunktion 1 : Ry x R — C ist wieder eine komplexwertige Funktion auf dem Konfigurati-
onsraum, deren physikalische Interpretation unversindert bleibt: |¢(t, 2)|? = [1)(t, x1, ..., x,)|? ist
die Dichte der gemeinsamen Verteilung der Orte aller n Teilchen zum Zeitpunkt ¢. Die Schrodin-
gergleichung ist jetzt

1.5 Bemerkung. Versucht man die Schréodingergleichung numerisch zu 16sen, so st6ft man
wegen der hohen Dimension des Konfigurationsraums schon bei relativ kleinen Teilchenzahlen n
an Grenzen. Selbst fiir “kleinere” Systeme wie Atome und Molekiile ist eine direkte numerische
Losung fast unmdoglich und es sind ausgekliigelte Ndherungsverfahren notwendig, um tiberhaupt
approximative Aussagen zu bekommen.

1.6 Beispiel. Das Coulomb-Potential

Das in der Quantenmechanik wohl wichtigste Potential ist das Coulomb-Wechselwirkungspotential
von n Punktteilchen mit den Ladungen e; gegeben durch

€,€;
Vooul( Z Z B j_lx|
Tg J

Jj=1i=j+1

1.7 Definition. Die zeitunabhéngige Schridingergleichung

Wir nennen i0y) = H1p die zeitabhéngige Schrodingergleichung und das Eigenwertproblem
Hop=FE¢

des zugehorigen Hamiltonoperators die zeitunabhéingige Schrodingergleichung.

Ein Eigenvektor ¢ von H zum FKEigenwert F, also eine Losung der stationdren Schrodingerglei-
chung, liefert natiirlich auch sofort eine Losung 1(t) = e #¢ der zeitabhingigen Gleichung.

Wir werden uns in dieser Vorlesung von der Frage leiten lassen, fiir welche Anfangsdaten ¢ (0, z) =
Yo (z) und fiir welche Potentiale V' die Schrédingergleichung in welchem genauen Sinne eindeutige
globale Losungen hat. Dabei werden wir zunéchst die freie Schrodingergleichung, d.h. den Fall
V' = 0 betrachten. Dann kann man die Gleichung durch Fouriertransformation 16sen. Um die



Losungstheorie im allgemeinen Fall zu entwickeln, fait man die zeitabhingige Schrédingerglei-
chung

i (t) = Hy(t)

als “gewohnliche” Differentialgleichung fiir die Vektor-wertige Funktion 1 : Ry — H = L2(R"™)
auf. Da allerdings H auf dem Hilbertraum H kein beschrénkter Operator ist, wird die Theorie
deutlich komplexer als im beschranktem Fall. Diese Betrachtungen werden uns auf den Spektral-
satz fiir selbst-adjungierte Operatoren auf Hilbertraumen fithren, welcher ein zentrales Resultat
dieser Vorlesung sein wird.






2 Die freie Schrodingergleichung

Die freie Schrodingergleichung ist die Schrédingergleichung ohne Potential. Wir suchen somit
Losungen v : Ry x RS — C der Gleichung

i0(t, x) = —%Aﬁ/}(t, x).

Spezielle Losungen erhélt man durch einen Separationsansatz: man sucht zunéchst Losungen der
stationédren Gleichung

—58:0(2) = Ap() -

Diese liefern dann via 1(t,z) := e *M¢(z) Losungen der zeitabhingigen Gleichung. Die Eigen-
funktionen das Laplaceoperators auf dem R? sind die sogenannten ebenen Wellen

¢k(33) — eik-z _ ei(klz1+...+kdxd) fiir ke Rd,

da
A 0k(@) = BT 4o T = k2

Also haben wir auch eine erste Losung fiir die freie Schrédingergleichung, die ebene Welle
Yp(z,t) == e_ikTZteik'ac .
Es ist |[¢p(x,t)]> =1, also
[ ot ds = so.
R4

Deshalb lassen sich diese Losungen nicht im Sinne der Quantenmechanik als Wahrscheinlichkeits-
dichten interpretieren.

Um quadratintegrierbare Losungen zu erhalten stellen wir zunéchst fest, dass aufgrund der Linea-
ritdt der Schrodingergleichung auch Linearkombinationen von Losungen wieder Losungen sind,
also zumindest formal auch

Y(z,t) = /Rd o(k) Yp(x,t)dk = /Rd o(k) o k) g

fiir jedes ¢ : R? — C wieder eine Losung ist. Die Anfangsdaten 9 (z,0) = 1(x) legen o fest, da
beit =0

wi) = [ ok
Rd
gelten muss.

2.1 Die Fouriertransformation auf S

2.1 Definition. Fouriertransformation
Sei f € L*(R?), dann heift

1

—ik-x
W e (.f) € dx

f(k) = (Ff)(k) ==
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die Fouriertransformierte von f und

1

fk)y=(F7'f) ::W .

f(z)e*® dz

die Fourierriicktransformierte von f.

Um Aussagen iiber die Regularitdt der Fouriertransformierten zu bekommen, erinnern wir uns
an das folgende Lemma aus der Integrationstheorie.

2.2 Lemma. Integrale mit Parameter

Sei I' C R ein offenes Intervall und f: R% x I' — C so, dass f(x,v) € L*(RY) fiir jedes feste v € T.
Setze I(7) = [ga f(z,7)dx.
(a) Falls die Abbildung v +— f(x,) fiir fast alle z € R stetig ist und es eine Funktion g €
L' (R%) gibt mit sup,er | f(2,7)| < g(z) fiir fast alle x € R9, dann ist auch I(7) stetig.
(b) Falls die Abbildung v +— f(x,~) fiir alle z € R? stetig differenzierbar ist und es eine Funktion

g € L' (R%) gibt mit sup,er [0y f (2, 7)| < g(w) fiir fast alle x € R, dann ist auch I(7) stetig
differenzierbar und es gilt

dr d )
@(7) = d,y/Rdf(w,’v)dm /Rdavf(x,v)dx-

Beweis. Beide Aussagen sind direkte Konsequenzen des Satzes iiber die dominierte Konvergenz
von Lebesgue. O

2.3 Satz. Lemma von Riemann-Lebesgue
Fiir f € L*(R?) ist

f e Cou(RY) = {f € C(]Rd)‘ lim sup |f(z)| = 0} .

R—o0 lz|>R

Beweis. Die Stetigkeit von f folgt sofort aus Lemma 2.2 und der Stetigkeit von k — €**. Den
Abfall fiir |x| — oo werden wir spéter leicht als Korollar eines anderen Satzes bekommen. O

Wir untersuchen die Fouriertransformation zunéchst auf moglichst schénen Funktionen. Da wir
iiber ein unbeschrianktes Gebiet integrieren, verlangen wir von “schonen Funktionen” nicht nur
Glattheit sondern auch schnellen Abfall.

2.4 Definition. Ein Multiindex o € N@ ist ein d-tupel o = (au,...,q4) mit a; € Ny, und
la] := Z?Zl ;. Fiir z € R? bezeichne

(6% (03] Qq aa 8‘04
% i =xitro? .. x und = —,
1 +2 d T 25} Qg
ox{'...0z,

2.5 Definition. Schwartzraum

Der C-Vektorraum der Schwartz’schen Funktionen (Schwartzraum) S(R?) ¢ C*(R9) ist die
Menge derjenigen f € C°(R%), fiir die gilt:

1£lla,s = 12707 f(2)loc < 00

fiir alle Multiindices «, 3 € Ng.
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2.6 Bemerkung. Die Funktionen in S fallen also schneller als jedes inverse Polynom ab und
gleiches gilt fiir all ihre partiellen Ableitungen. Fiir f € S ist 228 f € S fiir alle o, 8 € N& und
S(RY) c L*(R?). Die Abbildungen || - ||la,5 : S — [0, 00) sind Normen.

2.7 Definition. Konvergenz im Schwartzraum

Wir sagen f, — fin S, wenn || f — fy|la,s = O fiir alle o, 8 € Nd.

2.8 Proposition. Eine Metrik auf §

Die Konvergenz in § ist dquivalent zur Konvergenz beziiglich der Metrik

< 1f = gllas
ds(fg) =3 27" swp (5t ) <2
o) ;% R

Beweis. Wir zeigen, dass ds eine Metrik ist. Die Aquivalenz der Konvergenzbegriffe ist dann
offensichtlich. Positivitit, ds(f,g) > 0, und Symmetrie ds(f,g) = ds(g, f) sind offensichtlich.
Definitheit ebenfalls, denn ds(f,g) = 0 impliziert ||f — glloo = ||f — 9|/l = 0, also f = g. Die
Dreiecksungleichung ds(f,g) < ds(f,h) + ds(h,g) gilt, da || - ||a,s jeweils die Dreiecksgleichung
erfiillt und h(z) = {75 fiir # > 0 monoton wachsend ist und h(z +y) < h(z) + h(y) erfiillt. O

2.9 Satz. Der Schwartzraum als vollstéindiger metrischer Raum

Der metrische Raum (S, ds) ist vollstéindig.

Beweis. Sei (fy,) eine Cauchyfolge in S beziiglich ds. Dann ist (f,,) auch Cauchyfolge beziiglich
aller Halbnormen ||- || 5. Also konvergiert 2208 fr(z) — 9o () € Cp(R?) gleichmiBig, da Cp,(RY)
vollsténdig ist beziiglich der || - ||oo-Norm.

Es bleibt zu zeigen, dass g := goo € C*(RY) ist und, dass 2205 = ga,3- Denn dann ist g € S

m—0o0

und ds(fm,g) — 0.

Sei nun der Einfachheit halber d = 1. Wir zeigen ¢ € C*(R) und 9,9 = go,1- Hohere Ableitungen
und hohere Dimensionen gehen analog. Da f,,, € S, gilt

Fonl2) = Fn(0) + /0 " p () dy. (2.1)

Nun gilt f,, = g und f], — go1 gleichméBig und deshalb ergibt der Limes m — oo in (2.1)

g@)=g®%+Ax%Awdy

Damit ist g € CY(R) und ¢’ = go1 - O

2.10 Bemerkung. Fréchet-Raum

Die Konstruktion einer Metrik aus einer Folge von Halbnormen geht auch ganz allgemein und
man nennt die so erhaltenen Radume Fréchet-Rdaume.

2.11 Lemma. Eigenschaften der Fouriertransformation auf §

F und F~! sind stetige lineare Abbildungen von S nach S und fiir beliebige Multiindices o, 8 € Ng
gilt

(G077 ) (k) = (For(=ia)"F) (k)
und, insbesondere,

(@f)(k) =i(Vif)(k) und (Vif)(k)=ikf(k).
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Beweis. Mit 1

—ik-x
W e (ac)e dZE

flk) =
und Lemma 2.2 gilt fiir f € S
(27)2 ((ik)aa,fff) (k) = /R d(ik)aa,f e f(2) du
= / (ik)* (—iz)? e 2 f(2) dz
Rd
= [ E0eese ) i) ) da
part. Int. e ik (9o _i\B f(a o
= [ et (o) @) o
= @0} (For-in)"f) (k).

Daher ist Ff € C* und die Formel gilt; es folgt weiter

5 5 1 (1 + |z|?)4
1flas = |[Feold]| < — [ 102" @)l g da
’ oo = (2m)8 Jra (1+ [o2)d
1 1
< sup [(1 4 [of?) 050" @) [ g da
(27)% zeRe ‘ ra (1 +[z]?)
P
< Y sw |fls
§=0 |&|+|B|=3

fiir geeignetes m € N und C < oo unabhéngig von f. Damit ist einerseits F f € S und andererseits
impliziert f, — fin S auch f,, — fin S. Da in metrischen Rdumen Folgenstetigkeit die Stetigkeit
impliziert, ist 7 : S — S stetig. Das Argument fiir 7! verlduft analog. O

2.12 Satz. Bijektivitit der Fouriertransformation auf S

Die Fouriertransformation F : S — S ist eine stetige Bijektion und ihre stetige Inverse ist F 1.

Beweis. Wir mochten F~1F = ids zeigen (FF ! = ids geht analog). Da F~'F und ids jeweils
stetige Abbildungen sind, reicht es, ihre Gleichheit auf einer dichten Teilmenge zu zeigen.

2.13 Lemma. Die glatten Funktionen mit kompaktem Triiger bezeichnet mit C§°(RY) liegen
dicht in S(R%).

Beweis. Wihle dazu eine glatte Abschneidefunktion G mit kompaktem Triger und mit G(0) = 1,
beispielsweise

I
Glay={ ¢ TFT fur e <1
0 sonst .

Dann ist fn(z) := f(z)G(%) eine Folge in C§° welche in allen Halbnormen || - ||o,5 gegen f
konvergiert. O

Sei also f € C§° (RY) gegeben. Es bezeichne W,,, C R? den am Ursprung zentrierten Wiirfel der
Kantenléinge 2m, wobei m so grofl gewihlt ist, dass suppf C W,, gilt. Wir setzen K,, = %Zd.
Dann lasst sich f auf W, als gleichméfig konvergente Fourierreihe schreiben,

fl@)y= Y fre®,

keKm
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mit den Fourierkoeflizienten
1 1 (2 )%
—ik-x —ik-x T
T Vol(Wy,) Jw,, (z)e . Vol(W,,) Jga flz)e v (2m)d( F)(k)

Damit haben wir

f(z) = Z W(;)d’

k€K, (2m)

was wir als Riemannsumme auffassen, wobei (%)d jeweils das Volumen des Wiirfels der Kan-
tenlédnge 7~ um einen Punkt im Gitter K, ist. Damit ergibt sich

eik-x T )
flo) = i S EDREZ(EN [ (e ak = (5 E ).

R (emE \m/ o (2n)8

2.14 Proposition. Fiir f,g € S(RY) gilt:

f@)g@)yde = | f(2)g(x)de
R4 Rd

und insbesondere
/ @) de = / f(@)2de
R4 R4

Beweis. Mit dem Satz von Fubini ergibt sich sofort

/Rd </Rd e R f(k) dk) g(z)dz = /]Rd (/]Rd e kg (1) dm) F(k)dk .

-~

—2m)? f() =(2m) % 4(k)

Fiir die zweite Gleichung stellen wir zunéchst fest, dass
1 —ik- 1 ikx —17
r e kT f(x)da = i e f(x)de = (F  f)(k).
(2m)3 Jre (2m)% Jrs

(F71f) (@) = (Ff)(z) in die erste Gleichung ein, erhilt man die zweite Be-
O

(Ff)(k) =

Setzt man g(z) =
hauptung als Spezialfall.

2.15 Beispiel. Die Fouriertransformierte einer Gauf3funktion
Fiir a > 0 sei fu(z) := exp(—%). Dann ist mit der Substitution y := |/$x
1 az? . 1 2 .
k — /eQGIkde‘ — /ey 71yk\/2/ad
f(k) e o e y
k2

e 2a _ ik \2 1 62
— / e (:’H'm) dy = e 2.
R

Var a

alz|?

Allgemeiner ist fiir f,(z) = e 2
offensichtlich,

mit Re(a) > 0 offensichtlich f, € S(RY) und, nicht ganz so
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Um dies mit obiger Rechnung zu sehen, verwendet man, dass fiir o, 8 € C mit Re(a?) > 0

/ o (axt+p)? 10 — ﬁ
R

(07

gilt. Fiir Re(a?) = 0 gilt zumindest noch

lim e YT dx =
R—o0 —R

¥ o \f . (2.2)

Wir betrachten nun wieder die freie Schrédingergleichung

i0(t, x) = —%Aﬂ/}(t, x).

Wenden wir auf beiden Seiten die Fouriertransformation an, so erhalten wir zunéchst rein formal
die Gleichung
100 (t, k) = 5[k (2, k). (2.3)

Diese ist fiir jedes feste k& € R? eine gewdhnliche Differentialgleichung erster Ordnung, deren
eindeutige globale Losung durch

~

U(t, k) = e—i%ﬁ&(o, k) (2.4)

gegeben ist. Um die Losung der urspriinglichen Gleichung zu bekommen, miissen wir ledig-
lich zuriicktransformieren und erhalten so einen expliziten Ausdruck fiir die Losung der freien
Schrodingergleichung

0t ) = (F e Fyo) (@)
zum Anfangswert ¢ (0, x) = 1o (z).

2.16 Satz. Eindeutige globale Losung der freien Schrédingergleichung

Sei 1o € S(R?). Dann ist die eindeutige globale Losung ¢ € C®(R;, S(RY)) der freien Schrodin-
gergleichung mit (0, z) = ¢o(x) fir ¢t # 0 gegeben durch

1 jle—yl?
x) = il dy . .
st = [ iy (2.

Weiterhin gilt |[¢(¢,-)||r2 = ||vol| 2.

. 2
Beweis. Man iiberlegt sich zunéchst, dass ¢(¢, x) := (f_le_l%t}"@bo)(:n) tatsichlich ¢ € C®(Ry, S(R?))
erfiillt. Wir zeigen exemplarisch, dass t — (t) differenzierbar ist im behaupteten Sinne. Sei

. 2 .
P(t,x) = —i(}'*lﬁe_l%t}"@/}o)(x) dann ist ¢ (t,-) € S(R?) und wir miissen zeigen, dass

—9() =0

lim
h—0

Pt +h) —9()
h

beziiglich jeder Halbnorm || - |4, 5. Aufgrund der Stetigkeit und Linearitét von F und F~ ist dies
aber dquivalent zu

=0
a7ﬁ

— (1)

lim
h—0

VE+h) =) o
h

10
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2

fiir alle o, 8. Das folgt aber aus der Glattheit von ="t und dem Abfall von {p\g(k):

k|2 . |k|2
—ilhrh) _ omilh

S h) — D) A k|2 k2
GO ERTONN [N Y ) (R
h o8 keRd h 2
(=S

Da (2.4) die eindeutige Losung von (2.3) ist, ist ¢ (¢, z) die eindeutige Losung in S. Nun kann man
entweder direkt nachrechnen, dass die Formel (2.5) fiir ¢ (¢, x) gilt, wobei man (2.2) verwendet.
Oder man rechnet direkt nach, dass (2.5) ebenfalls eine Losung der freien Schrodingergleichung
in S definiert.

Die Isometrieeigenschaft in L? folgt schlieBlich aus der Isometrieeigenschaft von F und F~!, vgl.
Proposition 2.14, und der Tatsache, dass |e iF*#/2| = 1. O

2.17 Bemerkung. Das ZerflieBen der Losungen der freien Schrédingergleichung

Aus (2.5) ergibt sich sofort, dass die Losungen der freien Schrodingergleichung fiir grofie Zeiten
betragsméfig klein werden,

sup [i(t, )] < 1Pollit oo

z€Rd (2mt)2

Da die L?-Norm aber erhalten bleibt, bedeutet das, dass sich die Losungen immer mehr “verbrei-
tern”. Man spricht vom Zerflieen des Wellenpackets.
2.18 Definition. Polynomial beschrinkte Funktionen

Sei C’Sgl(]Rd) der Raum der glatten polynomial beschréinkten Funktionen: g € C’ggl(]Rd) falls
g € C%®(R?) und es fiir alle a € NZ ein n(a) € N und C, < oo gibt, so dass

099(2)] < Cala)"™® := Call + |22) "5 .
Wir haben bereits implizit verwendet, dass fiir jede Funktion f € I‘;&(]Rd) die Abbildung
My:8 =8, ¢()— f(z)y(z)
stetig ist.

2.19 Definition. Pseudodifferentialoperatoren

Motiviert durch Lemma 2.11 definieren wir fiir f € ngl(Rd) den zugehorigen Pseudodifferential-
operator f(—iV,):S — S durch

(f(=iV2)y)(2) = (F ' MpFy)(z) = (F ' f(k)F) ().

Die Stetigkeit von My und F impliziert dann auch die Stetigkeit von f(—iV,). Fir f(k) = k“
gilt natiirlich wieder f(—iV) = (—i)I*l92. Fiir Polynome sind die zugehérigen Pseudodifferential-
operatoren also wieder gewohnliche Differentialoperatoren.

2.20 Beispiel. Translationen und der freie Propagator
Fiir a € R? sei T, (k) = %, Es ist T, € C3%) und fiir ¢ € S(RY) gilt

] ) = 1 e—ik~aeikz-:v/\ _ 1 eik~(w—a)/\ — (r —a).
L) = / Ay dk = g / B(k) dk = d(z — a)

Man kann also den Operator der Funktionen um einen konstanten Vektor a verschiebt als Pseu-
dodifferentaloperator schreiben.

11



2 Die freie Schrédingergleichung

i|k|2t

Ein anderes Beispiel ist Pr(k) =e™ 2 . Esist P; € ;gl(Rd) und somit

P(t,x) = (Pe(t, =iVz)yo) () -

Diesen Operator nennt man den freien Propagator und schreibt auch

i

W(t) = e22yy.
2.21 Beispiel. Wiarmeleitungsgleichung bzw. Diffusion

Wir kénnen nun direkt auch die Losung der Warmeleitungsgleichung oder Diffusionsgleichung
Of(t,x) = 3A.f(t, )
fiir £(0,-) = fo € S(R?) und ¢ > 0 hinschreiben:
F(t) =2 f(0) = W(t, ~iVa) fo
mit
k2
Wt k)=e 2",
Beachte, dass W (t) € ngl nur fiir ¢ > 0 gilt. Wir kénnen also nicht fiir alle Anfangsdaten fy € S

Existenz von Losungen auch fiir negative Zeiten erwarten. Hat fo aber beispielsweise kompakten
Trager, so erhalten wir tatséachlich eine Losung fiir alle ¢t € R.

2.22 Definition. Faltung
Seien f,g € S. Dann heifit

(Fe)@) = [ Fla= oy
die Faltung von f und g.
2.23 Satz. Eigenschaften der Faltung
Fiir f,g,h € S gelten die folgenden Rechenregeln:
(i) (fxg)xh=[f*(g*h)und frg=gx*f
(ii) Die Abbildung g — f % g von S nach S ist stetig.
(iii) Es gilt

[rg=0mif g
und entsprechend E = (2#)_% f % g. Insbesondere ist
g(—iV) = Fgf) = (2m) 2 g+ f.
Beweis. (i) und (iii) sind leicht nachzurechnen. Die Stetigkeit, also (ii) folgt dann aus
frg= @M FfFyg,

die Faltung mit f entspricht also der Hintereinanderausfithrung von Fouriertransformation, Mul-
tiplikation mit f und Riicktransformation, also der Komposition stetiger Abbildungen, welche
dann auch stetig ist. Damit gilt auch (ii). O

2.24 Beispiel. Der Wiarmeleitungskern

Mit dem Wirmeleitungskern
1 ||
— (9 —d/2( 1 R S
Glt,2) = (2m) ™A (FTW (1) = e
ergibt sich fiir die Losung der Wiarmeleitungsgleichung

Ft.) = (W(t~V2) f)0) = (GU0) o)) = i [ 5 oiw)ay.

12



2.1 Die Fouriertransformation auf S

2.25 Bemerkung. Um zumindest ein wenig Intuition fiir die Rolle des Laplaceoperators zu
bekommen, betrachten wir kurz die verschiedenen physikalische Gleichungen, die den Laplace-
operator enthalten, in einer Dimension:

Die Wellengleichung: Die Gleichung fiir die Auslenkung f(¢,x) € R einer schwingende Saite der
Léange L ist die Wellengleichung

Beschleuningung proportional zu f”(x)
0? 0?

mit Randbedingung
f(t,0)=f(t,L)=0.

Die Beschleunigung der Saite am Ort x ist al-
so proportional zur Kriimmung an dieser Stelle.
Deshalb schwingt die Saite, siehe Bild.

-
L

0 L
Die Wirmeleitungsgleichung: Die Gleichung fiir die Temperatur f(t,z) in einem Draht der Linge

L, dessen Temperatur an den Enden auf 0 gehalten wird, ist die Warmeleitungsgleichung

0 02 Geschwindigkeit proportional zu f”(x)

mit Randbedingung

f(t,0)=f(t,L)=0.

Die ,,Geschwindigkeit”, also die Rate, mit der
sich die Temperatur am Ort x dndert, ist jetzt
proportional zur Kriimmung an dieser Stelle. t=2
Deshalb strebt die Temperaturverteilung dem
konstanten Wert f(x) = 0 entgegen.

Die Schriodingergleichung: Die Schrédingergleichung
2
Sap(t,3) = i)

mit Randbedingung

1!}(15, 0) = @Z}(t’ L) =0

beschreibt ein Teilchen in einer Dimension in ei-
nem Kasten. Sie enthélt wie die Wérmeleitungs-
gleichung nur eine Zeitableitung, fithrt aber we-
gen des Faktors i dennoch zu ,, Wellenverhalten” , ; F 3>
der Losungen. Denn v ist nun komplexwertig, 0 T L

was wir uns geometrisch auch als R?-wertig vorstellen kénnen. Die komplexe Ebene ist am Punkt z
in der Zeichnung orthogonal zur einen Raumrichtung angedeutet. Und die Rate mit der sich ()
dndert ist zwar betragsméfig proportional zur Kriitmmung, wegen des Faktors i aber orthogonal
zu ¢ (x) und im Bild auch orthogonal zu ¢ (x). Im Allgemeinen #ndern sich deshalb sowohl das
Argument als auch der Betrag von (¢, z) zeitlich.

13



2 Die freie Schrédingergleichung

2.2 Temperierte Distributionen

2.26 Definition. Temperierte Distributionen

Die Elemente des Dualraumes S’'(RY) von S(R?) heiBen temperierte Distributionen (manchmal
auch verallgemeinerte Funktionen).

2.27 Erinnerung. Der Dualraum V' eines topologischen Vektorraums V' ist der Raum der ste-
tigen linearen Abbildungen von V in den Koérper, die sog. Funktionale. Fiir f € V und T € V'
schreibt man fiir die sogenannte natiirliche Paarung auch oft

(f; Ty :=T(f).

2.28 Beispiele. (a) Seig:R? — C messbar und polynomiell L'-beschrénkt, d.h. (1+|z|>)"™g(x) €
LY(RY) fiir ein m € N, dann ist

Ty:S—=C: fr—>/Rdg(:U)f($)d:E

stetig und linear, also T, € S’

Beweis. Sei f, — f in §. Dann gilt

T (1= 0 < Jim [ @) - f@)]ds
< N+ ) gl i (34 12— Fllle = 0.

(b) Die Delta-Distribution ist
§:8S—>C: f—=4(f):=f(0).

Offenbar gilt § € §’. Oft schreibt man auch in Anlehnung an (a)

und

5(a - a)f(z) de = f(a).

Rd

Offensichtlich gibt es keine “echte” Funktion & : R? — C, welche dies fiir alle f € S(R?)
leistet. Aber man kann § in S’(R%) durch echte Funktionen approximieren. Sei beispielsweise
g € LY(R) mit [g(z)dz =1 und

gn(z) :=ng(nz).

Dann gilt mit dominierter Konvergenz fiir jedes stetige beschrinkte f, also insbesondere fiir
f € S(R), dass

lim T,,(f) = lim [ go(z)f(z)dz = lim < /R gn(@) £(0) dz + /

= SO+ Jim [ 9@~ 1) dy = £0) = 5(5).

/

an() (£ () — £(0)) dx)

—0 punktweise

14



2.2 Temperierte Distributionen

2.29 Definition. Schwache und schwach* Konvergenz

Sei M ein topologischer Vektorraum und M’ sein Dual.

(i) Eine Folge (my,) in M konvergiert schwach gegen m € M, falls
Jim T(my) =T(m) firalle T € M’
Man schreibt dann kurz w-lim,,_..o m, = m oder m,, — m.
(ii) Eine Folge (T},) in M’ konvergiert schwach* gegen T' € M’ falls
lim T,,(m) =T(m) firalle me M.

n—oo
Man schreibt dann kurz w*-lim,,_,oo T,, = T oder T,, — T.

2.30 Satz. Die adjungierte Abbildung
Sei A: S — S linear und stetig, dann wird durch

A8 =8, (AT)(f) =T(Af) firalle feS

eine schwach*-stetige lineare Abbildung definiert.

Beweis. Es ist A'T € §', da A'T = T o A als Komposition stetiger Abbildungen stetig ist. Um
zu sehen, dass A’ : 8’ — &’ schwach*-stetig ist, zeigen wir zunichst Folgenstetigkeit. Sei T}, = T,
dann gilt fiir jedes f € S

lim (A'T)(f) = lim Tu(Af) = T(Af) = (AT)(f).

n—0o0

also A'T,, =~ A'T. Nun folgt im allgemeinen aus der Folgenstetigkeit nicht die Stetigkeit (die
Topologie auf &’ ist nicht durch eine Metrik gegeben!). Allerdings kann man das Argument véllig
analog auch auf Netze anwenden und aus der Netzstetigkeit folgt auch hier die Stetigkeit. O

2.31 Definition. Die Fouriertransformation auf S’
Fiir T € S' ist die Fouriertransformierte T € S’ definiert durch

T(f) :=T(f) firalle f €S,
also Fg := Fg.
2.32 Korollar. Die Fouriertransformation F : 8’ — &’ ist eine schwach*-stetige Bijektion, welche

die Fouriertransformation auf S (und auch auf L') fortsetzt: fiir f € S (bzw. L') gilt T = T;.

Beweis. Da F : S — S stetig und linear ist, folgt aus Satz 2.30, dass F : 8’ — &’ schwach*-stetig
ist. Da (FYFT)(f) = T(FF'f) = T(f) gilt, ist die Fouriertransformation auch auf S’ bijektiv

mit stetiger Inverser F~1.
SchlieBlich gilt fiir f € L', dass

Ty(9) = T/(9) = [ £@)(a)do = [ f(o)g(a) do=Ty(o).

2.33 Beispiel. Fouriertransformierte der j-Distribution
Mit 6(f) := f(0) ergibt sich

. . N 1 1
)=o) =10 = / f() da = / S @ =),

[NJIsH

Also ist die Fouriertransformierte von § die konstante Funktion g(z) = (27)

15



2 Die freie Schrédingergleichung

Auch die Ableitung 0 : S — S ist eine stetige lineare Abbildung, da
102 f 11,5 == 1270705 flloo = | Fllv.ats-

Deshalb kénnen wir auch die Ableitung von S durch Adjungieren auf S’ erweitern.

2.34 Definition. Distributionelle Ableitung
Fiir T € &' ist die distributionelle Ableitung 997 € S” durch

O2T)(f) =T ((=1)05 )

definiert.

2.35 Korollar. Die distributionelle Ableitung 9% : &' — &’ ist schwach*-stetig und setzt die
Ableitung auf S fort, d.h. fiir g € S ist

8§Tg — Tagg .

Beweis. Als Adjungierte Abbildung ist 05 wieder nach Satz 2.30 stetig. Die Fortsetzungseigen-
schaft ergibt sich aus |a|-facher partieller Integration:

(05T, (f) = Ty((—1)llo2 f) = / g(2)(~1)ela f(z) dz = / F(@)0%g(x) dz = Toeq(f)

2.36 Beispiel. Die Ableitung der J-Distribution
Es ist

(838)(f) = ((=1)lag f) = (=1)*lag £ (0).
Fiir die Heavyside-Funktion ©(z) := 1|9 o) () auf R ist die distributionelle Ableitung %@ =4.

2.37 Korollar. Sei g € C5), dann wird durch (gT)(f) :==T(gf) eine schwach*-stetige Abbildung
S’ — 8’ definiert. Man kann zwar Distributionen nicht miteinander multiplizieren, aber zumindest

mit Funktionen aus ngl.

2.38 Korollar. Fiir g € S ist durch (¢+T)(f) = T(g* f) mit g(x) := g(—x) eine schwach*-stetige
Abbildung definiert, die die Faltung auf S fortsetzt, d.h. g * Tj, = Ty, fiir h € S erfiillt.

2.39 Bemerkung. Eindeutigkeit der Fortsetzungen

Die Fortsetzungen sind alle eindeutig, da S dicht liegt in 8’ beziiglich der schwach*-Topologie.

Damit kénnen wir jetzt die freie Schrodinger-Gleichung auch im distributionellen Sinne l6sen.

2.40 Proposition. Distributionelle Losung der freien Schrédingergleichung
Sei 1)y € S', dann ist die eindeutige globale Losung 1 € C°(Ry, S'(RY)) gegeben durch

Y(t) = f—le—i@tﬂﬁo )

Beweis. Zunichst stellen wir fest, dass mit den Korollaren 2.32 und 2.37 offensichtlich ¢ (t) € S’
gilt. Um zu sehen, dass v (t) die Schrodingergleichung im distributionellen Sinne 16st, betrachte
fiir eine beliebige Testfunktion f € S

. . _iﬂ —_ —iﬂ 2
iL(fvt)ss = 1§ (Fe 2P F 1 hg)ss = (Fe 'z t%f L 1bo)s.s:
LI ik,
= (—Fe "' F AL o)ss = (AL, Fe 2 F ) s.s
= (fa _%Ad}(t))s,s’ .

Man mache sich klar, dass man die Ableitung aufgrund der Stetigkeit von ¢ (t) : S — C in die
Klammer ziehen kann. O
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2.3 Asymptotik fiir grofe Zeiten und der Impulsoperator

2.3 Asymptotik fiir groBe Zeiten und der Impulsoperator

Wir haben gezeigt, dass fiir )9 € S die Losung der freien Schrodingergleichung durch

¢(t7 33) =

gegeben ist. Damit kennen wir die Dichte der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Konfiguration
des Systems fiir alle Zeiten: fiir messbares A C RY ist

P(X(t) eA):/Ayzp(t,x)de.

Als néichstes mochten wir die “Geschwindigkeitsverteilung” bestimmen. Da die Geschwindigkeit
zu einem festen Zeitpunkt in der Standard-Quantenmechanik nicht definiert ist, fragen wir nach
der asymptotischen Geschwindigkeit fiir grofle Zeiten, welche wir mit Hilfe der Ortsverteilung im

Sinne von
zuriickgelegte Strecke

Zeit

Geschwindigkeit =

durch
lim P (X(t) = A) = lim P(X(t) € tA) = lim / l(t, z)? do
t—o0 tA

t—o00 t t—o00

definieren. Dass wir nicht genau im Ursprung starten spielt fiir die Asymptotik keine Rolle. Um
einen einfachen Ausdruck fiir die Verteilung zu bekommen, zeigen wir zunéchst folgendes Lemma.

2.41 Lemma. Asymptotik der Lésungen der freien Schrédingergleichung
Sei (t) die Losung der freien Schrédinger-Gleichung mit ¢(0) = 1 € S, dann gilt

12t

o (2) +r(t, )

w(tv x) = it)

11

—~

mit limy_oo ||7(¢)]| 2 = 0.

Beweis. Es ist

¢(t7 x) =

und somit

r(t,x) =

Fiir die L?-Norm des Restterms ergibt sich

1 ~ 2 ~ 2
Il = [t 0P ds= g [ [i(e5)[ ar= [fico)] ay= [ine.)Pay.

I8

)
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2 Die freie Schrédingergleichung

da die Fouriertransformation mit Proposition 2.14 eine Isometrie beziiglich der L?>-Norm ist. Nun
konvergiert aber h(t,z) fiir t — co punktweise gegen Null. Da |h(t,z)|? < 4|1o(z)|?, liefert der
Satz iiber die dominierte Konvergenz, dass auch

lim / |h(t,z)*dz =0

t—o00
ist. ]

2.42 Satz. Verteilung der asymptotischen Geschwindigkeit

Sei (t, r) eine Losung der freien Schrodingergleichung und A C R? messbar. Dann ist

hmP< ()€A> = hmIP’w*(tA = hm/ ]1/1t3:]2dx—/]1/10 )?dp.

t—o00

Beweis. Aus Lemma 2.41 ergibt sich sofort

/mw,x)r?dw— /Wo =) |2dz + R(1) /wo W2dp + R(1),

wobei mit den Bezeichnungen aus dem Beweis des Lemmas

lim R(t) = lim/ |r(t, )] dx—i—hm2Re(td/wo zfz(t x)dx)

t—00 t—o00

= hm 2Re ( %Z)O t (t,p) dp>

ist. Fiir den ersten Summanden haben wir dort schon gezeigt, dass er im Limes ¢ — oo verschwin-
det. Mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung bekommen wir schliellich

hm

ROy dp' < lim 4ol [6(2) 2 = 0.

O]

2.43 Bemerkung. (a) Beachte, dass die Verteilung der asymptotischen Geschwindigket weder
von der Wahl des Zeitnullpunktes noch von der Wahl des Ursprungs im Konfigurationsraum
abhéngt, da

() = e Do) = [ o ()] = [Fop) -

(b) Hétten wir die Masse m nicht gleich 1 gesetzt, miisste auf der linken Seite P ( mX(®) ¢ A)
stehen. Deshalb haben wir tatsdchlich die “asymptotische Impulsverteilung” berechnet

(¢) Der Operator P := —iV, heifit der Impulsoperator. Den “Erwartungswert eines Operators”
berechnet man in der Quantenmechanik mittels

B (P) = (. Pt} i= | GED(PO)ta)de = [ Denipdttn)do= | plb0.n)F dp.

Der quantenmechanische Erwartungswert des Impulsoperators ist also genau der Erwar-
tungswert unsere asymptotischen Impulsverteilung.
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3 Die Schroédingergleichung mit Potential

Wir betrachten nun die Schrodingergleichung mit Potential,

5t x) = =5 A0(t,x) + V(2)(t, z).

Fouriertransformation liefert hier keine einfache Losung mehr, da die Multiplikation mit Vi(x)
nun in die Faltung mit V' (k) tibergeht, also zu einem Pseudodifferentialoperator V (iVy) wird.

Die Grundidee wird im folgenden sein, die Gleichung als “gewohnliche Differentialgleichung” erster
Ordnung fiir eine vektorwertige Funktion ¢ : R; — F' mit einem geeigneten Funktionenraum F
aufzufassen, also als

idy(t)=Hyt) mit H=-3A,+V(2).

Zumindest formal kann man die Losung dann in der Form

P(t) = e ()

schreiben. Wie wir sehen werden und wie aus der physikalischen Interpretation und den Ergebnis-
sen zur freien Schrodingergleichung zu erwarten ist, ist der geeignete Funktionenraum der Raum
L?*(R%) der quadratintegrablen Funktionen mit der L2-Norm. Dieser Raum hat die Struktur eines
Hilbertraumes, weshalb wir kurz einige wesentliche Eigenschaften von Hilbertrdumen wiederholen.

3.1 Vorbemerkungen zu Hilbert- und Banachraumen

3.1 Definition. Hilbertraum

Ein C-Vektorraum H mit Skalarprodukt (-, -} : H x H — C der vollstéindig ist beziiglich der Norm
|V := / (¥, 1) heiBit Hilbertraum.

3.2 Beispiele. (a) C" wird durch das Skalarprodukt
(@, y)en = > _ T
j=1

zu einem Hilbertraum.

(b) Der Raum ¢? der quadratsummierbaren Folgen (z;) ist mit dem Skalarprodukt

o0
(@, ) = Ty
j=1

ein Hilbertraum.
(c) Sei (M, i) ein MaBraum. Dann wird auf L?(M, i) durch

()12 = /M B()p(x) dps

ein Skalarprodukt definiert, welches L?(M, ) zu einem Hilbertraum macht.
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3 Die Schrédingergleichung mit Potential

3.3 Definition. Orthonormalfolge
Eine Folge (¢,,) in H heifit Orthonormalfolge (ONF), falls (¢n, om) = dpm gilt.

3.4 Proposition. Orthogonalzerlegung

Sei (¢;) eine Orthonormalfolge in H. Dann 148t sich jedes ¢ € H gemif

U= (pid)e; + (v =D (05 ¥)e
=1 i=1

=n =t
zerlegen, wobei (1,,,1;-) = 0 und somit

W, ) = (W, n) + (W, i)

gilt.

Beweis.

($n, ) = <Z<‘Pja¢>@jﬂ/) - Z(wi,w)%> =D Hei )P =D Nes )P =0.

j=1 i=1 j=1 j=1

3.5 Korollar. Die Bessel und die Cauchy-Schwarz Ungleichung

(a) Sei (¢;) eine Orthonormalfolge in H. Dann gilt fiir alle ¢ € # und n € N die

Besselsche Ungleichung |b]|* > Z (s, )2
j=1

(b) Fiir alle p, ¢ € H gilt die
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung [{o, V) < |lell 1Yl -

Beweis. Gemif3 Proposition 3.4 gilt

ll? = llnl® + I 17 > 1wl

also (a). (b) folgt sofort aus (a), indem man eine ONF (¢;) mit ¢1 = ¢/||¢| wéhlt und den Fall

n = 1 betrachtet.

Man beachte, dass wir fiir Korollar 3.5 die Definitheit des Skalarprodukts nicht verwendet ha-
ben. Die entspechenden Aussagen gelten also auch fiir jede positiv semi-definite symmetrische

Sesquilinearform.

3.6 Proposition. Die Polarisationsidentitéit

In jedem komplexen Hilbertraum H gilt die Polarisationsidentitit

(. 9) = 3l + 91 = o = ¢l” =il +awl* + il — W)
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3.1 Vorbemerkungen zu Hilbert- und Banachrdumen

Beweis. Fiir jede Sesquilinearform B : X x X — C auf einem komplexen Vektorraum X gilt die
Polarisationsformel

B(z,y) = Y(Blz+y,z+y) — B(x —y,x —y) —iB(z + iy,z + iy) + iB(z — iy, x — iy)) .

3.7 Definition. Orthonormalbasis
Eine Orthonormalfolge (y;) aus H heifit Ortonormalbasis (ONB), falls fiir alle ¢ € H

Y=Y (o, )
j=1

gilt, wobei die Reihe in ‘H konvergiert, also

N
Jim 6= 3505 =0.
pr
3.8 Definition. Separabilitét

Ein topologischer Raum heifit separabel, falls er eine abzidhlbare dichte Teilmenge besitzt.

3.9 Proposition. Charakterisierung der Separabilitit in Hilbertriumen

Ein Hilbertraum ist genau dann separabel, wenn er eine Orthonormalbasis besitzt.

Beweis. Sei (p;) ONB, dann ist

N
spangtig){ys | J € N} == Za]—i—lb Jei|N €N, aj, b €Q

eine abzdhlbare dichte Teilmenge von H. Sei umgekehrt (¢;);cn eine abzihlbare dichte Teilmenge,
dann kann man (¢;) soweit ausdiinnen, dass die iibrigen Vektoren (¢;);es linear unabhéngig sind

(d.h. je endlich viele sind l.u.), aber immer noch span{y;|j € J} = H gilt. Diese Menge kann
man dann mit dem Gram-Schmidtschen Verfahren orthonormalisieren. O

3.10 Proposition. Charakterisierung von Orthonormalbasen

Eine Orthonormalfolge (y;) in H ist genau dann eine Orthonormalbasis, wenn gilt:

(pj; ) =0 firalle jeN = ¢ =0.

Beweis. Ubung. O

3.11 Proposition. Parsevalsche Gleichung

Fiir eine Orthonormalbasis (¢;) gilt die Parsevalsche Gleichung
o0
191% = (e )1
j=1
Beweis. Folgt sofort aus der Definition und der Stetigkeit des Skalarprodukts:

N M
lwl* = <ngnooz<soj,w>w,1\}iin Z<%,¢m>

j=1 i=1
N M

= lim lim_ <;<¢j,w>¢j,;<%¢ wz> = Jim z! )
J= =
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3 Die Schrédingergleichung mit Potential
3.12 Bemerkung. /? als Koordinatenraum fiir separable Hilbertriume
Sei (¢;)jen eine ONB des Hilbertraums 7. Dann ist die Abbildung

U:H—=P, o ({pj,¥))jen

aufgrund der Parsevalschen Gleichung eine Isometrie. Da zu jeder Folge ¢ € 2 die Reihe Z;; CjQ;
in der Norm konvergiert,

2

[o¢] o0 o0 o0

. . 2 N—oo
Yool =D ey api )= gl =570,
j=N j=N =N j=N

ist U auch surjektiv, also ein isometrischer Isomorphismus.

Somit ist jeder separable Hilbertraum isometrisch isomorph zu ¢? und jede ONB liefert einen
solchen isometrischen Isomorphismus. Wir kénnen ¢? also als Koordinatenraum fiir separable
Hilbertrdume unendlicher Dimension auffassen.

3.13 Beispiel. Fourierreihe als Koordinatendarstellung bzgl. einer ONB

In L2([0,27]) ist (¢r)kez gegeben durch o (z) := \/%eikx eine Orthonormalbasis. Die Darstellung
(o]
=Y (or ek
k=—o00

heiBt die Fourierreihe von ). Insbesondere ist L?([0,27]) separabel.

3.14 Definition. Orthogonales Komplement
Fir M C H heift

M+ = { e H|{p,) =0 fiir alle p € M}

das orthogonale Komplement von M. Es gilt M N M=+ C {0} und, da (g, ) linear und stetig ist,
ist M ein abgeschlossener Unterraum von H.

3.15 Satz. Orthogonalzerlegung

Sei M C H ein abgeschlossener Unterraum. Dann gilt
H=MeoM",

d.h. jedes Element 1) € H lisst sich eindeutig geméB 1 = ¢ + ¢+ mit ¢ € M und ¢+ € M+
zerlegen.

Beweis. Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass H seperabel ist (der einzig fiir uns interes-
sante Fall). Dann sind auch M und M+ separable Hilbertriume und es gibt Orthonormalbasen
(¢n) von M und (¢p) von M. Wir zeigen, dass (¢,) U (¢5,) eine Orthonormalbasis von H ist
und verwenden dazu das Kriterium aus Proposition 3.10.

Angenommen 1) € H erfiillt (p,,¥) = 0 = {@:-, ) fiir alle m,n € N. Dann gilt aufgrund der ersten
Gleichung, dass (p, 1) = 0 fiir alle ¢ € M, also gilt ¢» € M~*. Da (p;-) eine Orthonormalbasis
von M ist, zeigt die zweite Gleichung, dass 1) = 0 ist. Also ist 1 = ¢ + @+ mit

p= (onU)en und of =D (om V)erm .
n=1 m=1

Zur Eindeutigkeit: Angenommen es gibt eine weitere Zerlegung 1 = @ + @+ mit » € M und
@+ € M*. Dann folgt aus ¢ + o+ = ¢+ ¢+, dass M > ¢ — ¢ = ¢+ — o+ € M. Wegen
M N M+ = {0} folgt ¢ —p =@+ — - =0also p = ¢ und g+ = . O
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3.1 Vorbemerkungen zu Hilbert- und Banachrdumen

3.16 Definition. Beschrinkter linearer Operator

Ein linearer Operator L : X — Y zwischen normierten Ridumen X und Y heif3t beschrinkt, falls
es ein C < oo gibt mit
|Lz|ly < C||z||x fiir allex e X .

3.17 Proposition. Operatornorm

Die Menge £(X,Y") der linearen beschrénkten Operatoren von X nach Y ist mit der Norm

ILllzxyy == sup |[Le|ly
|z x =1

selbst ein normierter Raum. Falls Y vollstiandig ist, ist auch £(X,Y") vollstindig, also ein Ba-
nachraum.

Beweis. Ubung. O

3.18 Satz. Sei L : X — Y linear. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) L ist stetig in 0.
(ii) L ist stetig.
(iii) L ist beschrénkt.

Beweis. (iii)=-(i): Sei ||zy|| — 0. Dann folgt || Lz, || < ||L|| ||zn] — O.
(i)= (ii): Sei ||z, — z|| = 0 und L ist stetig bei 0. Dann ist || Lz, — Lz| = || L(x, — z)|| — 0.

(ii)=-(iii): Angenommen, L ist nicht beschrénkt, d.h. es gibt eine Folge (x,) mit [|z,] = 1 so,
dass ||Lzy| > n. Dann ist z, := HL’ET”M{ eine Nullfolge mit ||2,|| < L, aber ||Lz,| = 1, was im

Widerspruch zur Stetigkeit bei der Null steht. O

3.19 Beispiel. Unbeschrinkter linearer Operator

Sei g = {(x,) € /*|IN €N : 2, =0 Vn > N} der Raum der abbrechenden Folgen versehen
mit der Norm |z|[p = > o0, |ap|. Dann ist T : ¢y — lp mit z — Tz = (z1,229,3x3,...)
unbeschrinkt, da ||Te,|| = n, aber ||e,|| = 1.

3.20 Satz. Fortsetzung einer dicht definierten linearen beschrinkten Abbildung

Sei Z C X ein dichter Unterraum eines normierten Raumes X und Y ein Banachraum. Sei
weiterhin L : Z — Y linear und beschréinkt. Dann besitzt L eine eindeutige lineare beschrénkte
Fortsetzung L € £(X,Y) mit L|z = L und

1Ll cxvy = I Ll czy) -

Beweis. Sei x € X, dann gibt es nach Voraussetzung eine Folge (z,) in Z mit ||z, — z||x — 0. Da
(zn,) konvergiert, ist die Folge insbesondere Cauchy und wegen || Lz, — Lzp|ly = ||L(zn — 2m) ||y <
|L|| ||zn, — 2m||x, ist dann auch (Lz,) eine Cauchyfolge in Y. Da Y vollstiandig ist, konvergiert
Lz, — y € Y. Dabei hingt y nicht von der Wahl der Folge (z,) ab, denn sei (z/,) eine andere
Folge in Z mit ||z, — z||x — 0, dann konvergiert auch die Folge z1, 21, 22, 25, . .. gegen x und mit
obigem Argument Lz, Lz}, Lzo, Lz}, ... gegen y € Y. Da aber jede Teilfolge einer konvergenten
Folge gegen den gleichen Grenzwert konvergiert, gilt y = lim Lz, = lim Lz!, = ¥y. Damit konnen
wir Lx := y definieren. Die Linearitdt von L ist klar aus der Konstruktion. Die Beschrinktheit
folgt aus B
ol = lim [Lzly < lim L] ]x = L] follx

Damit ist L beschrinkt, infolgedessen stetig und somit die eindeutige Fortsetzung von L (die Ein-
deutigkeit ist klar, da zwei stetige Abbildungen die auf einer dichten Teilmenge iibereinstimmen,
iiberall {ibereinstimmen). O
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3 Die Schrédingergleichung mit Potential

Um den Fortsetzungssatz auf die Fouriertransformation anzuwenden, zitieren wir folgendes Fr-
gebnis aus der Integrationstheorie.

3.21 Satz. C5°(R?) liegt dicht in LP(R?) fiir 1 < p < o0.

3.22 Satz. Die Fouriertransformation auf L2

Die Fouriertransformation F : (S(R?),|| - ||z2) — L?(R?) lisst sich eindeutig zu einem linearen
beschriankten Operator auf L? fortsetzen.
Weiterhin gilt fiir f € L2, dass || Ffl|lz2 = || fllz2 und FF~' = F7LF =ido.

Beweis. Mit Satz 3.21 liegt auch S dicht in L?. Damit folgt die erste Aussage aus Satz 3.20.
Auflerdem ist
F1Fls = FF s =idpels

bekannt. Da alle Abbildungen stetig sind, gilt die Gleichung auf ganz L?. O

3.23 Definition. Unitédrer Operator

Ein linearer beschrinkter Operator U € L£(H1,H2) heifit unitér, falls U surjektiv und isometrisch
ist, also [|[U%|||1, = ||¥]|n, fir alle ¢ € H; erfiillt.

Mit der Polarisationsidentitéit folgt sofort, dass unitdre Operatoren “Winkel” erhalten, d.h.

(U, Up)p, = (0, 0)n, fiir alle @, € Hy

gilt.
3.24 Bemerkung. Die Fouriertransformation F : L? — L? ist also unitiir.

3.25 Bemerkung. Der freie Propagator als unitire Gruppe

Wir kénnen nun den freien Propagator
.2
B(t) : LA(RY) — LXRY), Pi(t) = F le VTt F

auf L2definieren. Es ist P;(t) fiir jedes ¢ € R unitér. AuBerdem gilt

12

2 2 .
Pi(s)Pp(t) = Fle Vs FF Lol = Fle Vs M) F = Py(s + 1)
Deshalb nennt man P : R — £(L?) eine unitire Gruppe.

Es stellt sich nun die Frage, in welchem Sinne

»(t) := Pr(t)o

fiir 19 € L? die freie Schrodingergleichung 16st. Bevor wir die Differenzierbarkeit in ¢ untersuchen,
stellen wir fest, dass

¥R LARY), o (1) = Pr(t)y
stetig ist, da mit dominierter Konvergenz

2
1o (k)12 dk "2 0.

k2 k2
6_17t _ e—17t0

W@—wmﬁfwmm—awmmézéd

Betrachten wir nun den Differenzenquotienten, so legt obige Rechnung nahe, dass ¢ : R — L?(R%)
genau dann differenzierbar ist, wenn

||| (k) 2

integrierbar ist, also wenn |k:\21$0(k) c L%
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3.2 Unitdre Gruppen und ihre Erzeuger

Man konnte statt ¢ — P(t)g auch gleich die Abbildung P; : R — £(L?) betrachten. Wegen

Y Y
”Pf(t)_Pf<t0)Hc(L2) = =sup e 'zt —elTl0| =2

L(L?)  keRd

ist diese aber nicht stetig. Fiir die verschiedenen Konvergenzbegriffe fithrt man nun eigene Be-
zeichnungen ein.

3.26 Definition. Normkonvergenz, starke und schwache Konvergenz
Sei (A,,) eine Folge in L(H) und A € L(H).

(a) A, konvergiert in der Norm (oder uniform) gegen A, falls

Jim [| A — Al ) = 0.

Hierfiir schreibt man auch lim,,_yoc 4, = A oder A,, — A.

(b) A, konvergiert stark (oder punktweise) gegen A, falls

li_>m |Anty — Apllyy =0 fiir alle ¢p € H.

Hierfiir schreibt man auch s-lim,,_,o A, = A oder A,, > A.

(c) A, konvergiert schwach gegen A, falls

ILm (@, (A, — A)Y)| =0 fiir alle ¢, € H.

Hierfiir schreibt man auch w-lim,,_,o A, = A oder A,, — A.

3.27 Bemerkung. Es gelten die folgenden Implikationen fiir die Konvergenz von Operatorfolgen:
Normkonvergenz =- starke Konvergenz = schwache Konvergenz.

Die umgekehrten Implikationen gelten im Allgemeinen nicht, vgl. Ubungen.

3.2 Unitare Gruppen und ihre Erzeuger

In welchem Sinne 16st nun () = P;(t)iyq fiir 1o € L? die freie Schrodingergleichung
igio(t) = —5AY(t)?

Einerseits ist 1)(¢) stark-differenzierbar, wenn |k|21(t) € L? ist. Andererseits ist die distributionelle
Ableitung

~

2
—3A0() = F T 0()
genau dann wieder in L2, wenn \k|27$(t) € L? ist. Schlieflich gilt
27 9 il ~ 2
k7 (t) = [ke™ 2 o € L

genau dann, wenn |k[%g € L2,

Es passt also alles zusammen: wenn fiir die Anfangsdaten gilt |k|2$0 € L?, dann gilt fiir alle
Zeiten |k|?4(t) € L? und v (t) 16st die freie Schrodingergleichung im L2-Sinne.
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3 Die Schrédingergleichung mit Potential

3.28 Definition. Sobolevraum

Sei m € Z. Der m-te Sobolevraum H™RY) c §'(RY) ist die Menge derjenigen f € S’(R?), fiir die
f eine messbare Funktion ist und

(1+ k)% f € L2(RY)
gilt. Fiir m > 0 ist H™ C L2,
3.29 Bemerkung. Wir fassen nochmals unsere Beobachtungen zusammen: Der freie Propagator,
gegeben durch
2
PR L(LY), te Pi(t)=F leiTtF

erfiillt:

(a) P(t) ist fiir alle ¢t € R unitér.

(b) P; ist stark stetig, d.h. t — P(t)1 ist fiir alle 1) € L? stetig.

(c) Py ist ein Gruppenhomomorphismus, d.h. P(s)Ps(t) = P;(s +t) fiir alle s,t € R.
Weiterhin gilt im Hinblick auf die freie Schrédingergleichung

(d) Fiir vg € L? ist 9(t) = P;(t)1)o eine Losung im distributionellen Sinne.

(e) Fiir ¢og € H? C L? ist (t) = Pr(t))o sogar eine Losung im L2-Sinne, d.h. die Abbildung
R — L2, t s 1)(t), ist differenzierbar und die Ableitung erfiillt

() = —SAu(),
wobei auch —1Ay(t) € L? gilt.
Die Punkte (a)—(c) geben Anla8 zu folgender Definition.

3.30 Definition. Stark stetige unitire einparametrige Gruppe

Eine Familie U(t), t € R, von unitdren Operatoren U(t) € L(H) heift stark stetige unitére
einparametrige Gruppe, falls gilt:

(i) U:R— L(H), t — U(t) ist stark stetig.
(ii) U(t+s) =U(t)U(s) fiir alle ¢, s € R und somit insbesondere U (0) = idy.

Die Punkte (d)—(e) motivieren weiterhin:

3.31 Definition. Erzeuger einer unitidren Gruppe

Ein dicht definierter linearer Operator H mit Definitionsbereich D(H) C H heifit Erzeuger einer
stark stetigen unitéiren Gruppe U (t), falls

(i) D(H) ={y € H|t— U(t)y ist differenzierbar}.
(ii) Fir ¢ € D(H) gilt iU (t)y = U(t)Hy.

3.32 Beispiel. Der freie Hamiltonoperator

Der freie Hamilton-Operator
Hy=-3A mit D(Hy) = H*R%
ist also der Erzeuger der unitiren Gruppe P(t).

3.33 Proposition. Eigenschaften des Erzeugers

Sei H ein Erzeuger von U(t). Dann gilt:
(i) D(H) ist invariant unter U(t), d.h. U(t)D(H) = D(H) fiir alle t € R.
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3.2 Unitdre Gruppen und ihre Erzeuger

(i) H vertauscht mit U(t), d.h.
[H,U(t)]tp .= HU(t)y — U(t)Hy = 0 fiir alle ¢ € D(H).
(iti) H ist symmetrisch, d.h.
(Hy, @) = (1, Hp) fiir alle o, € D(H).

(iv) U ist eindeutig bestimmt durch H.
(v) H ist eindeutig bestimmt durch U.

Beweis. (i) Esist s — U(s)U(t)y = U(s+t)y genau dann differenzierbar, wenn s — U(s)y) =
U(—t)U(s + t)1 differenzierbar ist.

(ii) Fir ¢ € D(H) gilt

U HY = U®iLU(s) " iLumus)yy| =ilU(s)U®) =HU(t)y.

(iii) Dies folgt direkt aus der Unitaritit, da fiir ¢, € D(H)

0 = $W,0) = FUB,UR)p) = (-iHU()Y, U(t)p) + (U(t), —iHU (t)p)
= WU@HY,Ut)p) — U@, U#)Hy) = i((H,p) — (¥, Hp)) .

(iv) Angenommen U(t) wird ebenfalls von H erzeugt. Dann ist wegen der Symmetrie von H

sl -] = 24 (117 - Rew e, T
= —2Re ((-IHU()4, U (1)) + (UM, -HT (1))
= —2Re (i{HU (W), O()w) - (U0, HU (1))
=0

fiir alle ¢» € D(H). Da (U(0) — U(0))¢ = 0, folgt mD(H) = Ulp(m) und wegen D(H) = H
schlieBlich U = U auf ganz .

(v) Dies ist offensichtlich aus der Definition von H.

3.34 Beispiele. Translationen als unitire Gruppe auf L?

(a) Sei T'(t) : L3(R) — L?(R) mit ¢ > (T(t)¢)(x) := ¢(x—t) die Gruppe der Translationen. Es
ist T'(t) eine stark stetige unitére Gruppe, die von Dy = —i% mit D(Dg) = H'(R) erzeugt
wird. (Ubungsaufgabe)

(b) Um Translationen auf L2([0, 1]) als unitire Gruppe zu definieren, muss die ,Masse“, die auf

einer Seite herausgeschoben wird, auf der anderen Seite wieder dazukommen. Wir definieren
fir 0 <t <1 und @ € [0,27) also

_ Yz —1t) falls x —t € [0,1]
Tt))(e) = { ez —t+1) falls 2 —t<0.

Was “rechts rausgeschoben” wird, kommt “links bis auf den Phasenfaktor e wieder rein”.
Somit ist Tp(t) unitar und fir alle ¢ € R durch die Gruppeneigenschaft eindeutig bestimmt.
Fiir 0 # ¢’ gilt dann aber Ty(t) # Ty (t) fiir t # 0, die Gruppen zu verschiedenen 6 sind also
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3 Die Schrédingergleichung mit Potential

verschieden. Nach Proposition 3.33(iv) miissen diese Gruppen dann aber auch verschiedene
Erzeuger haben.

Da innerhalb von (0,1) alle Gruppen Ty einfach nur verschieben, sollte der Erzeuger fiir

alle # immernoch —i% sein. Wie kann das sein, wenn die Erzeuger doch verschieden sein

miissen? Der Unterschied liegt im Definitionsbereich, welcher jetzt von € abhingt!

Es sei Dy = —i5- d der Operator mit Definitionsbereich

D(Dg) = {p € H'([0,1]) [ e4p(1) = (0)} .

Dann ist tatsidchlich D(Dy) unter Ty(t) invariant und Dy ist Erzeuger von Tp.
Hier ist H'([0,1]) ein lokaler Sobolevraum, definiert durch

Hl([O, 1]):={v € LQ([O, 1]) | es gibt ein ¢ € Hl(]R) mit <,0|[071] =}.

Da, wie wir in Lemma 3.37 zeigen werden, H'(R) C C(R) ist, macht die Punktauswertung
in der Definition von D(Dy) Sinn.

3.35 Bemerkung. zum Definitionsbereich von —i% auf L2([0,1])

Der Definitionsbereich von —i% darf im Beispiel mit H = L2([0,1]) weder zu groB noch zu
klein gew#hlt werden: Der Operator —i% ausgestattet mit dem maximalen Definitionsbereich
Diax = H'(]0,1]) erzeugt keine unitéire Gruppe, da H' unter keinem Ty invariant ist. Wihlt man
den Definitionsbereich aber zu klein, z.B. Dy, := {1 € H([0,1])]|%(0) = 9(1) = 0}, so erhiilt

man ebenfalls keinen Erzeuger, da D, wieder unter keiner der Gruppen Ty invariant ist.

Da Dy, fiir alle 6 € [0,27) in Dy enthalten ist, konnen wir —i% auf D, auch nicht eindeutig

zu einem Erzeuger fortsetzen.

3.36 Bemerkung. zur Symmetrie von —i% auf L%([0,1])

Fiir ¢, € H([0,1]) gilt

1
(h,—idy) = / Do) (—ip(@)) de = —i (B(1)p(1) — BO)(0)) + /0 (Sl (@) p(z) da
= S @()p(1) — FO)R(0)) + (1L ) |

Also ist —i% auf dem zu groflen Definitionsbereich Dy, nicht symmetrisch und wieder sehen
wir, dass —idi auf Dpax kein Erzeuger sein kann.

Auf Dy und auf Dy, ist —i+= symmetrlsch da die Randterme wegen der Randbedingungen
verschwinden. Aber nur auf Dg ist —i+ d tatséchlich Erzeuger.

Die Symmetrie ist also eine notwendige aber keine hinreichende Bedingung dafiir, Erzeuger einer
unitdren Gruppe zu sein.

Bevor wir uns im néchsten Abschnitt mit der Frage befassen, wie sich die Erzeuger unitérer
Gruppen genau charakterisieren lassen, tragen wir noch das folgende Resultat zur Regularitéit
von Funktionen in Sobolevrdumen nach.

3.37 Lemma. von Sobolev
Sei £ € Ng und f € H™(R?) mit m > ¢ + %. Dann ist f € CY(R?) und 9°f € Coo(R?) fiir alle
la] < 2.

Beweis. Wir werden zeigen, dass k®f(k) € L'(R?) ist fiir alle o € N¢ mit || < ¢. Mit dem
Lemma von Riemann-Lebesgue, Satz 2.3, erhalten wir dann, dass 0%f € Cu(R?) ist.
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3.3 Selbstadjungierte Operatoren
Nach Definition von H™ ist (1+ |k|?)% f(k) € L?(R%) und somit fiir jedes a € N¢ mit |a| < ¢
[eiwlan < [ @ rp)iim)ar
Rd Rd
= [ E G+ ) 5 ak

< IR FOlagen ( [ e a0

wobei wir im letzten Schritt die Cauchy-Schwarz Ungleichung verwendet haben. Das letzte Inte-
gral ist aber genau dann endlich, wenn 2(m — ¢) > d ist. O

3.3 Selbstadjungierte Operatoren

3.38 Erinnerung. Der adjungierter Operator auf normierten Riumen

Seien V und W normierte Réume und A € L(V,W). Dann sind die Dualrdume V' und W’
Banachriume und man definiert den adjungierten Operator A’ : W’/ — V’ fiir w’ € W’ durch

(A'w')(v) = w'(Av) fiir alle v € V.
Offensichtlich ist A’ € L(W', V') und aus dem Satz von Hahn-Banach folgt ||A’|| = ||A]|.

Fiir Hilbertriume gilt H' = H, weshalb fiir A € L(H) dann A’ € L(H') auch wieder als Operator
in £L(H) aufgefasst werden kann. Das wollen wir jetzt genauer erkliren.

3.39 Satz. Riesz’scher Darstellungssatz

Sei H ein Hilbertraum und 7' € H'. Dann existiert ein eindeutiges ¥ € H so, dass
T(p) = (Y7, @)y fiir alle p € H.

Beweis. Sei T € H'. Da wir zeigen wollen, dass T die “Projektion” auf einen Vektor v ist,
betrachten wir den Kern von 7', M := Kern(T"), welcher das ortogonale Komplement von ¢ sein
sollte. Da T stetig ist, ist M sicherlich abgeschlossen. Falls M = H ist, ist T'= 0 und ¢ = 0
liefert den gewiinschten eindeutigen Vektor.

Sei also M # H. Dann ist die Aussage des Satzes im wesentlichen, dass M~ eindimensional ist.

Um das zu sehen withle 9,11 € M+ \ {0}. Dann gilt fiir o := ;%?;, dass

T (o — arhr) = T(ho) — oT' (Y1) =

also
Yo —arpy € M N M+ = {0}

und somit ¥y = a;. Mit dem Projektionssatz lasst sich nun jedes ¢ € H eindeutig als

P =9M+ oy =oum+ ‘fioo’ffz Yo

schreiben. Fiir ¢ := H

= (Y1, 9) -

Die Eindeutigkeit folgt sofort aus der Definitheit des Skalarprodukts. O

T(p) =T(pm + |rf;0ifz Yo) = (Yo, ¥) ﬁfog
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3 Die Schrédingergleichung mit Potential

3.40 Korollar. Selbstdualitit des Hilbertraums

Es gibt eine kanonische antilineare Bijektion

J:H—-H, o= Jo:={p,-).
Es ist J eine stetige Isometrie.

3.41 Definition. Hilbertraumadjungierte
Sei A € L(H), dann ist der (Hilbertraum-)adjungierte Operator A* definiert durch

Ar=J AT
3.42 Proposition. Fiir A € L(H) gilt

(V, Ap) = (A%, @) fiir alle ¢, p € H

und A* ist durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt.

Beweis. Zunichst folgt aus der Definition von A*, dass

(, Ap) = Jo(Ap) = A Jp(p) = JT A Tp(p) = JA*)(p) = (A%, ) .

Nun ist aber die Abbildung ¢ — (¢, Ap) stetig und linear. Nach Satz 3.39 gibt es also ein
eindeutiges n € ‘H mit (¢, Ap) = (n, @) fiir alle p € H. O

3.43 Satz. Eigenschaften der Hilbertraumadjungierten
Seien A, B € L(H) und X € C. Dann gelten
(a) (A+ B)* = A* + B* und (MA)* = \A*
(b) (AB)" = B*A"
(©) [147] = [1A]
(d) A=A
(&) [AA] = [ A*A] = ||AJ]
(f) Kern A = (Bild A*)* und Kern A* = (Bild A)+

Beweis. (a)—(c) folgen direkt aus der Definition und den entsprechenden Eingenschaften von A’
und (d) ist klar wegen

(Y, Ap) = (A%, p) = (p, A*Y) = (A**@,¢) = (Y, A™ ) fiir alle ¥, p € H.

Fiir (e) folgern wir aus

| Ag|% = (Ap, Ap) = (p, A*Ap) < |lo|2|A*A]l,

dass
JA|1? = HSlnlp1 [Ag|* < |A*A|l < [|A*] - [|A]l = [IA[*.
SD =

Bleibt (f) zu zeigen:

peKermA < Ap=0
— (P, Ap) =0 fiiralle ¢y € H
— (A"Y,p) =0 firalle v € H
— ¢pc (BildA")*t
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3.3 Selbstadjungierte Operatoren

3.44 Beispiel. Rechts- und Linksshift
Sei T : ? — ¢% der Rechtsshift, d.h. (z1,z2,...) = (0,21, 22,...). Wegen

o e.)
(@, Ty) = zjy1 =Y zjay; = (T*x,y)
j=2 j=1

ist T* der Linksshiftoperator, d.h. (z1,...) — (2,23, ...).

Der Rechtsshift T' ist zwar isometrisch, aber nicht surjektiv und somit nicht unitér. Es gilt zwar
T*T = id, aber TT* # id.

3.45 Proposition. U € £(H) ist genau dann unitér, wenn U* = U~ gilt.
Beweis. =: Sei U unitéir. Dann gilt wegen
(U U =9, 0) = (U, Up) = (b, ) =0 fiir alle 1, p € H

U*U = id. Da U surjektiv ist, folgt aus UU*U = U, dass auch UU* = id. Also ist U* = U~!.
«: Sei umgekehrt U* = U~!. Dann ist U insbesondere surjektiv und es gilt

(U, Uyp) = ({U*Up,¢) = (U U, ) = (@, 1)

3.46 Definition. Beschrinkter selbstadjungierter Operator
A € L(H) heifit selbstadjungiert, falls A = A* ist.

3.47 Proposition. Fiir A € L(H) gilt also,
A ist selbstadjungiert < A ist symmetrisch .

Es sei aber schonmal betont, dass fiir einen unbeschrinkten Operator die Richtung < im allge-
meinen nicht gilt.

3.48 Satz. Beschrinkte Erzeuger
Sei H € L(H) mit H* = H. Dann wird durch

o0

3 G
o n!

eine unitédre Gruppe definiert und ihr Erzeuger ist H mit D(H) = H. Es gilt sogar, dass R —
L(H) : t — e Tt differenziebar ist.

3.49 Definition. Unbeschrinkter Operator, Erweiterung

(a) Ein unbeschrankter Operator ist ein Tupel (T, D(T)) aus einem Unterraum D(7) C H und

einem linearen Operator T : D(T') — H. Falls D(T') = H ist, so heifit T dicht definiert.

(b) Ein Operator (S,D(S)) heiBt eine Erweiterung von (T, D(T)) falls D(S) D> D(T) und
S|p(ry = T ist. Wir schreiben dann T' C S.

(¢) Ein Operator (T, D(T)) heifit symmetrisch, falls fiir alle p,1 € D(T) gilt

(0, TY)o = (T, )3 -

3.50 Beispiel. Der freie Hamiltonoperator Hy = —3A auf D(Hp) = H?(R?) ist ein symmetri-
scher unbeschrénkter dicht definierter Operator.
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3 Die Schrédingergleichung mit Potential

3.51 Erinnerung. Wir haben in Proposition 3.33 gesehen, dass ein Erzeuger H einer unitéren
Gruppe immer symmetrisch ist. Die Riickrichtung gilt im Allgemeinen nicht, was in Bemer-
kung 3.36 deutlich wurde.

3.52 Motivation. Im Beispiel 3.34(b) hatten wir folgende Situation: wéhlt man H symmetrisch,
aber D(H) zu klein, so gibt es mehrere Losungen der zugehorigen Schrodingergleichung, die aber
alle D(H) verlassen.

Wir wollen uns nun iiberlegen, warum die Symmetrieeigenschaft die Erzeugereigenschaft noch
nicht impliziert, und was genau fehlt. Sei dazu (Hy, D(Hy)) symmetrisch und (Hy, D(H;)) eine
symmetrische Erweiterung. Angenommen, die Gleichung

igi(t) = Hi(t)

hat zumindest fiir kleine Zeiten zum Anfangswert ¢(0) € D(Hp) eine Losung (t) die nicht
notwendigerweise in D(Hy) bleibt, aber zumindest in D(H;). Wir fragen uns, wo v(¢) hinlduft,
wenn es D(Hy) verlasst. Fiir ¢ € D(Hy) C D(Hy) gilt

(H19(t), ) = ((t), Hip) = (4b(t), Hop) -

Somit bleibt () wenn schon nicht in D(Hy), dann doch zumindest noch in der Doméne des
adjungierten Operators H{j, den wir entsprechend definieren.

3.53 Definition. Der adjungierte Operator

Sei T ein dicht definierter linearer Operator auf einem Hilbertraum #. Dann ist der Definitions-
bereich D(T™) des adjungierten Operators T

D(T*) := {4 € H|es gibt ein n € H mit (¢, Tp) = (n, ) fir alle p € D(T)}.
Da D(T) dicht liegt, ist  eindeutig bestimmt und wir definieren fiir ¢ € D(T™*)
T :D(T*) > H, =T :=n.
3.54 Bemerkung. Mit Satz 3.39 héitten wir auch dquivalent
D(T*) ={yY e H|p— (¢, Ty)ist stetig auf D(T)}
definieren kénnen.

3.55 Proposition. (7%, D(T*)) ist ein linearer (nicht notwendigerweise dicht definierter) Ope-
rator und es gilt

(0, T) = (T*,p) firalle v € D(T*) und p € D(T).

3.56 Definition. Selbstadjungierter Operator

Sei (T, D(T)) ein dicht definierter linearer Operator. Falls D(T*) = D(T) ist und auf D(T) gilt,
dass T* =T, so heifit (T, D(T)) selbstadjungiert.

3.57 Beispiel. Wir fithren unser einfaches Beispiel 3.34(b) fort.
(a) Wir betrachten zunichst Dy, = —i% mit

D(Duin) = {0 € H'([0,1]) [ (0) = (1) = 0}.
Fiir ¢ € D(Dpin) ist

(6, Dunin?) /w (@) dr = /0 (Sl (@) p() ds = (—ide,p),

=n

vorausgesetzt, dass d%¢ € L%([0,1]) ist, also v € HY([0,1]) gilt. Also ist D(Dx, ) =
H'([0,1]) 2 D(Dpin) und Dy, ist nicht selbstadjungiert.
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3.3 Selbstadjungierte Operatoren
(b) Fiir Dp = —i-L mit
D(Dy) = {p € H'([0,1]) [€“p(1) = 0(0)}
ist fir ¢ € D(Dp)

17
(W, Do) = /0 (o) (i o(@) de

vorausgesetzt, dass 1 € H'([0,1]) und, dass
P0)p0) = (1) =0 & =T =""T=c"

Es ist somit D(D}) = D(Dyg) und D} = —iL = Dy. Also ist Dy selbstadjungiert.

3.58 Satz. Erzeuger unitirer Gruppen

Ein dicht definierter Operator (H, D(H)) ist genau dann Erzeuger einer unitéiren Gruppe
U(t) = e 1,
wenn H selbstadjungiert ist.

3.59 Bemerkung. Aus dem Spektralsatz wird folgen, dass jeder selbstadjungierte Operator eine
unitdre Gruppe erzeugt. Die Aussage, dass jede unitére Gruppe einen selbstadjungierten Erzeuger
hat, heifit der Satz von Stone. Beides werden wir im néchsten Kapitel beweisen, und der vorge-
hende Satz ist dann eine offensichtliche Konsequenz daraus.

Fiir den Moment wollen wir das Resultat so akzeptieren und uns iiberlegen, was es fiir die Losungs-
theorie der Schrodingergleichung bedeutet. Genauer wollen wir Kriterien fiir Selbstadjungiertheit
entwickeln und auf Operatoren vom Typ des Schrédingeroperators H = —%A + V anwenden.

3.60 Definition. Direkte Summe von Hilbertriumen

Seien Hq und Ho zwei Hilbertrdume. Dann ist die direkte Summe, definiert durch
H1 D Ho :=H1 X Ho

mit dem Skalarprodukt
<¢7¢>'H1€BH2 = <§017 1/}1>'H1 + <9027¢2>H2

wieder ein Hilbertraum.

3.61 Definition. Graph eines Operators, abgeschlossener Operator, Abschluss

(a) Der Graph eines linearen Operators T': D(T') — H ist der Unterraum
I(T) ={(¢,Tp) eH@&H|pe DT} CHOH.

(b) Eine Operator T" heifit abgeschlossen, wenn I'(T) ein abgeschlossener Teilraum von H & H
ist.

(c¢) Ein Operator T heifit abschliefbar, falls er eine abgeschlossene Erweiterung besitzt. In die-
sem Fall heiBt die kleinste abgeschlossene Erweiterung T der Abschluss von T und es ist
leicht zu sehen, dass
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3 Die Schrédingergleichung mit Potential

3.62 Bemerkung. Ein Operator T ist also abgeschlossen, falls fiir jede Folge (¢,) in D(T) gilt,
dass aus ¢, — ¢ und Ty, — n folgt, dass (p,n) € I'(T) ist, also ¢ € D(T') und T = 7.

3.63 Satz. Der adjungierte Operator ist immer abgeschlossen
Sei (T, D(T)) dicht definiert, dann ist 7 abgeschlossen.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass I'(T™) ein abgeschlossener Unterraum von H @ H ist. Dazu stellen
wir zunéchst fest, dass

(¥,n) e T(T) (¥, Tp) = (n,¢) fiiralle ¢ € D(T)

<~
— (W, Ty)—(n,¢) =0 firalle p € D(T)
= ((¥,n),(=To,0))pan =0 furalle p € D(T).

Fiihren wir die unitdre Abbildung
Wi HeH—HeH: (p1,02) = (—¢2,01)
ein, so kénnen wir das in der Form

() e N(T") <= ((¥,n), )uen =0 firalle ¢ € W(I'(T))

schreiben. Also ist ['(T*) = (W(T'(T)))+. Da orthogonale Komplemente abgeschlossen sind, ist
['(T*) abgeschlossen und damit 7™ ein abgeschlossener Operator. O

3.64 Proposition. Symmetrische Operatoren werden durch die Adjungierte fortgesetzt

Ein dicht definierter Operator T ist genau dann symmetrisch, wenn 7" C T™ gilt, also wenn die
Adjungierte den Operator fortsetzt.

Beweis. Wenn T symmetrisch ist, gilt D(T) € D(T*), da fiir v € D(T) dann n = Ty =: T*¢
gewihlt werden kann. Ist umgekehrt T C T, so gilt fir v € D(T) C D(T*) ja (¢, Ty) =
(T*, ) = (T, ) fur alle ¢ € D(T). O

3.65 Korollar. Symmetrische Operatoren sind abschlie3bar

Da fiir symmetrische Operatoren T" C T™ gilt und T™ abgeschlossen ist, sind symmetrische Ope-
ratoren immer abschliefibar.

3.66 Bemerkung. Fiir symmetrisches 7' muss nicht gelten, dass T = T*. Denn mit T ist auch
T symmetrisch (Ubungsaufgabe), T* in der Regel aber nicht.

3.67 Proposition. Sei T" dicht definiert und 7' C S, dann gilt S* C T*.

Beweis. Mit der Notation aus dem Beweis von Satz 3.63 ist I'(S*) = (WI'(S))+. Weiter ist wegen
T C S, also I'(T') C I'(S), dann auch WI'(T') ¢ WI'(S) und somit

0(S*) = (WT(S))t c (WI(T)t =T(T").

3.68 Proposition. Sei T dicht definiert und abschlieSbar. Dann ist auch 7™ dicht definiert.

Beweis. Wir zeigen, dass D(T*) dicht liegt, indem wir D(T*)* = 0 zeigen. Sei also n € D(T*)*,
dann ist

(n,0) € T(T*)* = (WI(T))*H = WI(T).

Da WINT) = {(-Tp,¢)|¢ € D(T)}, gibt es eine Folge (¢n) in D(T) mit ¢, — 0 so, dass
—Tp, — n. Da T abschlieBbar ist, gilt aber T0 =7 = 0. O
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3.3 Selbstadjungierte Operatoren

3.69 Proposition. Sei 1" dicht definiert und abschliebar, dann gilt
(a) T =T

Beweis. Da W unitér ist, gilt fiir beliebige Teilriume M C H @ H, dass W (M*) = (W (M))*.
(a) Wir wissen bereits, dass I'(T*) = (WT(T))*. Fiir T* statt T liefert uns das

D) = (W) = (W (wra)*))” = wew(n(r)H) = -T(T) = ~1(T) = I(T).

(b) Mit der ersten Gleichheit ergibt sich TW = T***. Weiterhin ist

P(T") = (WI(T)* = WI(T)) " = (WI(T))* = I(T").

3.70 Korollar. Abschluss und Adjungierte symmetrischer Operatoren

Sei T dicht definiert und symmetrisch. Dann ist T' abschlieSbar und 7™ ist dicht definiert. Weiter
gelten die folgenden Aussagen:

(a) T CT =T CT*=T**. Insbesondere ist auch T** symmetrisch.

(b) (T)*=T"

Beweis. Ergibt sich aus den vorangegangenen Propositionen. O

3.71 Definition. Wesentlich selbstadjungierter Operator

Ein symmetrischer dicht definierter Operator heif3t wesentlich selbstadjungiert, falls sein Abschluss
selbstadjungiert ist.

3.72 Korollar. Ein symmetrischer, dicht definierter Operator T ist genau dann wesentlich selbst-
adjungiert, wenn T™ symmetrisch ist. In diesem Fall ist T = T* und T ist die einzige selbstad-
jungierte Erweiterung von 7.

Beweis. Nach Korollar 3.70 ist T C T* und 7% = T*** und T = T**. Angenommen auch T* ist
symmetrisch dann liefert Korollar 3.70 (a) angewandt auf 7" dass 7*** C T** und somit 7 C T.
Insgesamt ergibt sich also T'= T = (T')*.

Sei nun andererseits T wesentlich selbstadjungiert, dann ist mit 7" auch T* symmetrisch, da
T = (T =T.

Um zu sehen, dass T die einzige selbstadjungierte Erweiterung von T ist, sei S eine weitere solche.
Aus T C S folgt T € S =8 (da S ja als s.a. Operator abgeschlossen ist). Andererseits folgt mit

Proposition 3.67, dass S = S* C T* =T, also insgesamt S =T. O

3.73 Definition. Determinierender Bereich und Graphennorm

Sei (T, D(T')) selbstadjungiert. Ein Teilraum Dy C D(T"), welcher dicht in H liegt, heifit determi-
nierender Bereich (core) fiir T, falls (T, Dg) wesentlich selbstadjungiert ist, also wenn gilt:

Tlp,=T.

Es ist Dy also genau dann determinierender Bereich fiir (7', D(T')), wenn Dy dicht in D(T) liegt
beziiglich der Graphennorm

leliF = 1Tl + el -
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3 Die Schrédingergleichung mit Potential

3.74 Beispiel. Der Operator Dy, = —i% auf Dpin = {v € HY([0,1]) |4 (1) = ¢(0) = 0} ist
zwar symmetrisch aber nicht wesentlich selbstadjungiert. Wir haben bereits gesehen, dass er viele
selbstadjungierte Erweiterungen besitzt.

3.75 Beispiel. Multiplikationsoperatoren
Sei V : R? — C messbar und

My : D(My) = L*(RY), [ (Myf)(z) :=V(2)f(2)

der zugehorige Multiplikationsoperator auf
D(My) = {f € I2(RY) |V f € AR} .

Es liegt D(My) dicht in L? und der adjungierte Operator auf D(M;;) = D(My) ist gegeben
durch

(M f)(z) = V(2) f(2).
Fiir reelles V' ist My also auf der maximalen Doméne D(My ) selbstadjungiert.

3.76 Lemma. Sei U : H; — Ho unitdr und (H,D(H)) auf H; selbstadjungiert. Dann ist
(UHU*,UD(H)) selbstadjungiert auf Ho.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

3.77 Beispiel. Der Laplaceoperator auf R?

Der Laplaceoperator Hy = —A ist auf D(Hy) = H%(R?) selbstadjungiert, da FHoF* = |k|? als
Multiplikationsoperator auf seiner maximalen Doméne selbstadjungiert ist.

Nun ist jeder Teilraum X C H?(R?) welcher dicht liegt beziiglich der Graphennorm von H, also
der H?-Norm

el = l1Aelge + llelZe,
ein determinierender Bereich fiir Hy. Also ist z.B. C§°(R?) ein determinierender Bereich fiir den
selbstadjungierten Operator (Ho, H2(R9)). Andererseits ist Xo := C§°(R4\ {0}) fiir d < 3 kein
determinierender Bereich fiir (Ho, H?(R%)), da Xg nicht dicht in H?(R?) liegt (aber in L2!).
Wir werden sehen, dass der symmetrische dicht definierte Operator (Hy, Xo) viele verschiedene
selbstadjungierte Erweiterungen besitzt.
3.78 Satz. Kriterium fiir Selbstadjungiertheit
Sei (H, D(H)) dicht definiert und symmetrisch. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) H ist selbstadjungiert.
(ii) H ist abgeschlossen und Kern(H* +1) = {0}
(ifi) Bild(H +i) = H

Beweis. (i) = (ii): Sei H selbstadjungiert, dann ist H = H*, also ist H abgeschlossen. Seien
p+ € Kern(H* £1), also Hpy = Fipy. Da die Eigenwerte symmetrischer Operatoren immer reel
sind, folgt @+ = 0.

(ii) < (iii): Diese Aussage werden wir im Anschluss als Lemma formulieren und beweisen.

(iii) = (i): Da H symmetrisch ist, folgt bereits, dass H C H*. Es bleibt also nur noch zu zeigen,
dass D(H*) C D(H). Sei dazu ¢ € D(H*), dann existiert wegen der Annahme Bild(H +1i) = H
ein ¢ € D(H) so, dass (H* — 1)y = (H —i)p. Wegen H C H* gilt auch

(H* i)y = (H* —i)p,

also ¢ — ¢ € Kern(H* —1). Mit dem ersten Teil des nachfolgenden Lemma folgt ¢ — 1) = 0, also
= ¢ € D(H), was zu zeigen war. O
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3.79 Lemma. Sei (T, D(T)) dicht definiert. Dann gilt:
(a) Fiir alle z € C ist Kern(T* 4 z) = Bild(T 4 z)*. Damit gilt insbesondere

Kern(T* £ 2)={0} <= Bild(Txz)=H.
(b) Ist T abgeschlossen und symmetrisch, so sind auch die Mengen Bild(T" + i) abgeschlossen.

Beweis. Um (a) zu sehen, verwenden wir (7' + z)* =T 4+ Z in

Y eBId(T £2)t < (@, (T+2)p)=0 firalle ¢ € D(T)
— ¢YeDT) und (T*+2) =0
— Y eKemn(T"+2z).

Der Ubersichtlichkeit halber zeigen wir (b) nur fiir +i. Fiir symmetrisches T gilt (1, Tv) =

(T, ) = (¥, T), also (¢, T) € R. Daher ist fir ¢ € D(T)

(T +D0l* = (T+1), (T +i)y) = |Te|” + [0[* — 2Rei(y, Ty)
=0

= Tel® + llwl® > [l

Also ist T +1i injektiv und (T +1)~!: Bild(T + 1) — D(T) existiert und ist beschriinkt.

Sei nun 1, eine Folge in Bild (T + i) mit 1, — . Dann ist ¢,, := (T+i) 14, eine Cauchyfolge und
konvergiert gegen ein ¢ € H. Da T abgeschlossen ist, ist auch der Graph von T +1i abgeschlossen.
Damit konvergiert die Folge (¢, ¥, ) im Graphen von T'+i gegen einen Punkt (¢, ¢) = (¢, (T+i)p)
im Graphen, was schlieflich ¢ € Bild(T + i) zeigt. O

3.80 Korollar. Kriterium fiir wesentliche Selbstadjungiertheit

Sei H dicht definiert und symmetrisch. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) H ist wesentlich selbstadjungiert.
(ii) Kern(H* +1) = {0}.
(iil) Bild(H +i) = H.

Beweis. (ii) < (iii) ist genau die Aussage von Lemma 3.79 und (i) < (ii) folgt aus

H ist wesentlich selbstadjungiert <= H = H** ist selbstadjungiert
<= H™ ist abgeschlossen und Ker(H*** +1) = {0}
<= Kern(H* £1i) = {0}.

3.81 Beispiele. (a) Der Operator Dy, = —i% auf Diin = {¢ € HL([0,1]) | (1) = 4(0) = 0}
ist nicht wesentlich selbstadjungiert, da

* . d .
Dmingpi = _ldigpi = Flp+
X

die Losungen 1 = e*® hat, welche in D(D*, ) = H'([0,1]) liegen. Also ist die Dimension
von Kern(D}, +1i) = 1 # 0 und wir sehen ein weiteres mal, dass dieser Operator nicht

wesentlich selbstadjungiert ist.
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3 Die Schrédingergleichung mit Potential
(b) Fiir Hy = —A auf C°(R?) ist D(Hy) = H?(RY) und

Hipr = —Apy = Fips

hat keine Losung in H2. Also ist Kern(Hg +1) = {0} und Hy ist auf C§°(RY) wesentlich
selbstadjungiert.

3.82 Definition. Defektriume und Defektindices
Sei (H, D(H)) symmetrisch und dicht definiert. Dann heiflen die Réume

L* = Kern(H* F1) = Bild(H + i)+
die Defektrdume von H und
N* = dim L*
die Defektindices von H.

3.83 Bemerkung. Wegen
H =Bild(H £1i) ® L*

ist H also genau dann wesentlich selbstadjungiert, wenn N* = N~ = 0 ist.
Wir zeigen im Folgenden, dass H genau dann selbstadjungierte Erweiterungen hat, wenn die
Defektindices gleich sind.

3.84 Definition. Die Cayley-Transformierte

Sei H symmetrisch und dicht definiert. Die Cayley- Transformierte von H ist der isometrische und
surjektive Operator

U:=(H-1)(H+i)"': Bild(H +1i) — Bild(H —i).

3.85 Bemerkung. Die behaupteten Eigenschaften der Cayley-Transformierten folgen mit Hilfe
der Identitét (vgl. Beweis von Lemma 3.79)

I(H +1)¢ll* = [Hel® + [ll® = I(H = )¢l fir alle ¢ € D(H),

da
U] = |UH + )¢l = [[(H —i)ell = |(H+ i)l = [[4] .

3.86 Lemma. Sei H dicht definiert und symmetrisch. Dann besteht eine eins-zu-eins Korrespon-
denz zwischen den symmetrischen Erweiterungen von H und den isometrischen Erweiterungen
von U.

Beweis. Sei (H,D) eine symmetrische Erweiterung von (H, D) und sei weiter U die Cayley-
Transformierte von . Dann gibt es fiir jedes ¢ € Bild(H +i)~ein @ € D C D mit der Eigenschaft,
dass ¥ = (H +1)¢ = (H +1)p. Also ist Bild(H + i) C Bild(H + i) und

Up=(H—-i)(H+1) "= (H-1)p=H-i)p=(H—-1)(H+i)Y=Usp.

Somit ist U U und U ist eine isometrische Erweiterung von U.

Sei nun umgekehrt U eine isometrische Erweiterung von U und U : M+ — M~ mit Bild(H +i) C
M#*. Zunichst definieren wir formal die Cayley-Riicktransformierte

H=—i{U+1)(U-1)"":Bild(U-1) = H.
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Damit dies {iberhaupt wohldefiniert ist, miissen wir die Injektivitdt von (U — 1) zeigen: Da U :
M™ — M~ unitér ist, folgt aus Ut = v auch U*tp = U =19 = ¢ und somit fiir ¢ € D(H)

—2(,p) = (W (H =D~ (H+1)p) = @, (U-1H +1)y)
= (0, (U-1)H+1)p) = (U =19, (H+i)p) = 0.
Wegen D(H) = H ist also ) = 0 und U — 1 injektiv.
Damit ist H wohldefiniert. Wegen

—(U=1)(H+1)p=—(U —1)(H +1)p = 2ip
fiir ¢ € D(H) ist D(H) C Bild(U — 1) = D(H) und wegen
2iHp = i(U + 1)(H +1)¢ = i(U + 1)(H +1)p = 2iH

fiir o € D(H) ist H eine Erweiterung von H. ) .
Es bleibt die Symmetrie von H zu zeigen. Fir ¢ = (U — 1)y € D(H) gilt

Mit dem nachfolgenden Lemma impliziert dies die Symmetrie von H. 0

3.87 Lemma. Kriterium fiir Symmetrie

Sei T' ein Operator auf einem komplexen Hilbertraum H. Dann gilt
(p, Te) € R fiir alle ¢ € D(T) = T ist symmetrisch.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

3.88 Bemerkung. Wir haben also gezeigt, dass fiir symmetrisches und dicht definiertes H die
Cayley-Transformierte

U=(H—i)(H+1i)"": Bild(H +1) — Bild(H — 1)
unitar ist. Weiter haben wir gesehen, dass die Riicktransformation durch

H=—-(U+1)U-1)"": Bild{U —1) — Bild(U + 1)
(H)
=D

gegeben ist. Erweitern wir U : Bild(H + i) — Bild(H — i) zu einem unitéren
U:Bild(H +i)® M — Bild(H —1) ® M~

fiir geeignete M+ bzw. M~ so ist H = —i(U + 1)(U — 1)~! eine symmetrische Erweiterung von
H. Der neue Definitionsbereich ist

D(H)=Bild{U —1)=D(H) & (U —1)M™,

welchen wir explizit berechnen kénnen, falls wir U explizit kennen.

3.89 Satz. Kriterium fiir Existenz selbstadjungierter Erweiterungen

Sei H symmetrisch und dicht definiert. Es besitzt H genau dann selbstadjungierte Erweiterungen,
wenn die Dimensionen der Defektriume gleich sind, d.h. NT = N~
Es ist H ist genau dann wesentlich selbstadjungiert, wenn N* = N~ = 0.

Beweis. Wir beweisen zunichst folgendes Lemma.
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3.90 Lemma. H ist genau dann selbstadjungiert, wenn die Cayley-Transformierte unitér ist.

Beweis. Sei H selbstadjungiert. Dann ist D(U) = Bild(H +1i) = H und Bild(U) = Bild(H —1i) =
H. Also ist U eine auf ganz H definierte surjektive Isometrie und damit unitér.
Sei umgekehrt U unitér, dann ist Bild(H £ i) = H, also ist H selbstadjungiert. O

Weiter im Beweis von Satz 3.89. Da H = Bild(H + i) @ L* = Bild(H — 1) & L, 18t sich U genau
dann zu einem unitéren Operator U : H — H fortsetzen, wenn es eine surjektive Isometrie von
LT nach L~ gibt, also wenn Nt =dim LT =dim L™ = N~ ist.

Falls NT = N~ = (ist, so ist die Fortsetzung eindeutig ist, da U eine Isometrie und beschrinkt ist.
Ist Nt = N~ =n > 0, so sind die verschiedenen Fortsetzungen durch u € U(n) parametrisiert.
O

3.91 Beispiele. Translationsgruppe auf Intervallen
(a) Sei Dy ooy = —isL auf L*([0, 00)) mit D(Dy,o0y) = C5°((0,00)). Mit partieller Integration
zeigen wir wie in Beispiel 3.57, dass Djg ) symmetrisch ist und D(Dy ) = H(]0, 00)).

[0,00)
Um nun L* = Kern(D[‘B 0) T i) zu berechnen, stellen wir zunéchst fest, dass die beiden
Gleichungen

Djf ooy Pt = —igstpt = Fipx
die Losungen ¢4 = eT* haben. Da ¢, in der Doméne D(DFO,OO)) des adjungierten Ope-
rators liegt, ist der zugehorige Defektraum LT = Span{p,} eindimensional, also N* = 1.
Andererseits ist ¢_ ¢ L?([0,00)), also L~ = {0} und N~ = 0. Somit hat Dy ) keine
selbstadjungierte Erweiterung.

Man hétte natiirlich auch gleich argumentieren kénnen, dass es auf L%([0, 00)) keine unitére
Translationsgruppe geben kann.

(b) Fiir Dyin = —i-L auf L2([0,1]) mit D(Dmin) = C°((0,1)) sind ¢ = e € D(D%,)) =
H'([0,1]), also LT = Span{p+} und N* = N~ = 1. Somit hat Dy, selbstadjungierte
Erweiterungen, die durch U(1), also durch Multiplikation mit e!® parametrisiert sind. Das
sind (bis auf eine andere Parametrisierung des Winkels) genau die Operatoren Dy die wir

schon zuvor gefunden haben.

Es ist aber instruktiv diese nochmals mit Hilfe der allgemeinen Theorie zu konstruieren.
Dazu setzen wir U fort zu U mittels

eiae-l—ac

Ulpr : LT = L7, e %
e

Die entsprechende Erweiterung von Dy, hat den Definitionsbereich

_ 5 i+
D(Da) = D(Dmin) &(U —1)L* = Hy([0,1)) & Span{—— -
=:Hg ([0,1])

= {¢ e H'([0,1])|”¥(1) = ¥(0)}

e'%—e )
eel®—1/"

mit § = arg(

3.92 Bemerkung. Allgemein definiert man fiir ein offenes Gebiet Q C R die am Rand ver-
schwindenden Sobolevfunktionen durch

HMQ) = Co) 1« mm@).

Beachte, dass die letzte Inklusion gilt, wenn man die Sobolevriume durch H™(Q) := COO(Q)H'”HW

definiert. Das stimmt mit dem Raum H™(R?)|g nur fiir Gebiete Q mit hinreichend regulirem
Rand {iberein.
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3.3 Selbstadjungierte Operatoren

3.93 Definition. Konjugation
Eine anti-lineare Abbildung C' : H — H, d.h.

Clay +¢) =aCy + Cop,
heifit eine Konjugation, wenn
1CY[l = Il fiir alle ¢ € H
und C? = idy.

3.94 Beispiele. (a) Die komplexe Konjugation (x) + v(z) ist eine Konjugation auf L?(Q).
(b) Die Zeitumkehr fiir Dirac-Spinoren in L?(R3,C*) gegeben durch 1 (z) + ¢ (z) mit 7% =
idca ist eine Konjugation.

3.95 Satz. von Neumann-Theorem

Sei H symmetrisch und dicht definiert. Wenn es eine Konjugation C' gibt mit CD(H) C D(H)
und CHy = HCy fiir alle ¢ € D(H), dann stimmen die Defektindices von H iiberein und H hat
selbstadjungierte Erweiterungen.

Beweis. Wegen C? = 1 gilt auch D(H) C CD(H), also D(H) = CD(H). Es gilt fiir alle ¢, € LT
und ¢ € D(H), dass

. . (%) : .
0=((H" =), ) = Wy, (H +1)p) = (Cpy, C(H +1)p) = (H = 1)Cop, Cpy) ,
wobei (%) aus einer Ubungsaufgabe folgt. Wegen CD(H) = D(H) impliziert dies
Ci, € Bild(H —i)t = L.

Analog folgt CL™ C L™ also insgesamt CL~ = L*. Wegen der Injektivitit und Antilinearitit
von C ist also dimL~ = dimL™. O

3.96 Beispiele. (a) Der Operator D o) = —i% auf C§°((0, 00)) vertauscht mit keiner Kon-
jugation.
(b) Der Operator —A auf C§°(£2) vertauscht mit der komplexen Konjugation, hat also immer
selbstadjungierte Erweiterungen.

3.97 Definition. Resolventenmenge, Resolvente, Spektrum

Sei T' ein abgeschlossener Operator auf H. Die Resolventenmenge von H ist
o(T) :={z€C|(T —z2): D(T) — H ist bijektiv mit stetiger Inverser} .

Fiir z € o(T) heifit

R.(T):= (T —2)"' € L(H)
die Resolvente von T an der Stelle z.

Das Spektrum von T ist das Komplement der Resolventenmenge,

o(T):=C\ o(T).

Man unterteilt das Spektrum noch nach folgenden Kriterien
(a) op(T) :={z € C|T — z ist nicht injektiv}
heifit das Punktspektrum und ist genau die Menge der Eigenwerte des Operators.
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3 Die Schrédingergleichung mit Potential

(b) 0c(T) :={z € C|T — z ist injektiv, nicht surjektiv, aber mit dichtem Bild}
heifit das stetige Spektrum.

(¢) 0v(T) :={z € C|T — z ist injektiv, nicht surjektiv, ohne dichtes Bild}
heifit das Restspektrum.

3.98 Satz. Es gilt
o(T)={2€C|(T —z): D(T) — H ist bijektiv}

und fiir z € p(T) ist sogar (T'— 2)~" : H — (D(T), || - || p(r)) beschrénkt.
Beweis. Da T abgeschlossen ist, ist (D(T), [ - || p(r)) ein Hilbertraum. Weiterhin ist 7" : (D(T'), || -
| pry) = H beschrénkt mit Norm 1, da || T3, < |Tv[l3, + lvll3, = ||1ZJ||%(T). Der Satz von der

offenen Abbildung besagt nun, dass T'— 2z : (D(T), || - || p(r)) — H offen ist, falls T' — z surjektiv
ist. Also ist (T —2)~': H — (D(T), || - [ per)) stetig, falls T — z bijektiv ist. O

Also gilt
o(T)=o0p(T)Uoe(T) Uoy(T).

und fiir dim#H < oo ist o(T") = 0, (T") die Menge aller Eigenwerte.

3.99 Beispiele. Orts- und Impulsoperator

(a) Wir betrachten den “Ortsoperator” &, gegeben durch
D(#) = {4 € L*(R) |ay(z) € L*(R)}

mit & : Y — 2.
Es ist (2—2)~! die Multiplikation mit der Funktion (z—z)~!, welche genau dann beschrinkt
ist, wenn z € C \ R ist. Also ist o(z) = R.

Die Abbildung (# — ) hat fiir A € R aber dichtes Bild: fiir ¢ € L? setze
Y

T XR\D-L M1

Dann gilt (x — A)¢, — 9 in L? und somit ist das Bild von x — A dicht. Also ist o(2) =
o.(z) =R.

(b) Sei U € £L(H) unitér, dann ist o(T) = o(UTU!), da T — z genau dann bijektiv ist, wenn
U(T — 2)U~! =UTU~! — 2 bijektiv ist.
Also hat auch der “Impulsoperator” p = —i% auf L2(R) rein kontinuierliches Spektrum,
o(p) = oc(p) = R, denn p = F2F ! und die Fouriertransformation ist unitir.

3.100 Satz. Eigenschaften der Resolvente und des Spektrums
Sei (T, D(T)) ein dicht definierter Operator auf einem Hilbertraum . Dann gilt:

(a) o(T) ist offen, das Spektrum o (7") also abgeschlossen.
(b) Die Resolventenabbildung

o(T)— L(H), =z R.(T)

ist analytisch, d.h. die Resolvente lasst sich lokal als konvergente Potenzreihe mit Koeffizi-
enten in £(H) schreiben.

(c) Falls T € L(H), so gilt |z| < ||T|| fiir alle z € o(T"). Insbesondere ist das Spektrum dann
kompakt.
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3.3 Selbstadjungierte Operatoren

(d) Fiir z,w € o(T) gilt die erste Resolventenformel
R.(T) — Ry(T) = (2 — w)Ryw(T)R.(T) .
Insbesondere kommutieren die Resolventen,
Ry(T)R.(T) = R:(T)Ru(T).
Beweis. (a) Sei zg € o(T) und |z — 20| < || R, ||~} Dann ist
T—z2=T-z—(2—2)=(T—2)1—(2—20)R)

Da ||(z — z0) R || < 1 gilt, ist nach der folgenden Proposition 1 — (z — zg) R, und somit ist auch
T — z stetig invertierbar. Also ist z € o(T).

3.101 Proposition. Neumannsche Reihe
Sei X ein Banachraum und 7" € £(X) mit ||| < 1. Dann ist 1 — 7" stetig invertierbar und es gilt

(1-7)"'= iT”
n=0

und
=)~ <@ —=|TIH~".

Beweis. Ubungsaufgabe. O

(b) Mit der Neumannschen Reihe ist

o0

R.=(1—(2—20)Rs) 'Rey = Y (2—20)"RL,

n=0
wobei die Koeffizienten R in £(H) liegen.
(c) Sei |z| > ||T|, dann ist 1 — £ invertierbar und damit auch 7' — z, also ist z € o(T).
(d) Es ist

RA(T) = Ruw(T) = Ro(T)(T — w)Ru(T) = R(T)(T — 2)Ru(T) = (2 — w) Ro(T) R (T') .

3.102 Satz. Spektrum eines selbstadjungierten Operators
Sei H selbstadjungiert, dann ist o(H) C R und fiir z € C\ R gilt

1
[Tm(2)[

I(H = =)l <

Beweis. Sei z = A +ip mit A\, € R und g # 0. Dann ist % selbstadjungiert auf D(H) und
somit gilt

Kern (H; A i) = Kern(H — X —ip) = {0}

und Ho
Bild <_ - i) =Bild(H -\ —ip) =H.
1
Also ist H — z : D(H) — H bijektiv und die Inverse ist wegen
I(H =X = i)e* = [I(H = Nol* + ] > p?|lv]®

durch ITltl beschrankt. O
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3 Die Schrédingergleichung mit Potential

3.103 Bemerkung. Die Norm der Resolvente

Wir werden spéter sehen, dass fiir selbstadjungierte Operatoren sogar

1

H—2)Y=——"——
I )l dist(z,0(H))
gilt, die Norm der Resolvente also mit dem inversen Abstand zum Spektrum abfillt.

3.104 Proposition. Sei H dicht definiert und symmetrisch. Falls H eine Orthonormalbasis ()
aus Eigenvektoren besitzt, d.h. ¢, € D(H) und Hyy, = Apen, so ist H wesentlich selbstadjungiert
und o(H) = {\,|n € N}.

Beweis. Jeder Vektor ¢ € LT = Kern(H* F i) erfiillt

Anlpson) = (o, Hon) = (H p,0n) = Fi(p, ¢n) -

Da die Eigenwerte \,, symmetrischer Operatoren reell sind, folgt (¢, ¢,,) = 0 fiir alle n € N somit
¢ = 0. Damit ist N* = N~ = 0 und H ist wesentlich selbstadjuniert.

Da die ¢,, auch Eigenvektoren von H sind und das Spektrum abgeschlossen ist, gilt sicherlich
{\|neN}Co(H).

Fiir A € {\, |n € N} kénnen wir Ry € L(H) durch

R n =3  \¥n
APn =

definieren (und es geniigt, einen beschrinkten Operator auf einer ONB anzugeben). Es bleibt zu
zeigen, dass R die Inverse zu H — z ist, da dann \ € p(H) folgt. Sei dazu ¢ € H beliebig mit

Basisdarstellung
o0
p=D npn.
n=1

Da H abgeschlossenen ist (vgl. Bemerkung 3.62), folgt

(F_)‘>R)\(P = (ﬁ_)‘)Z%@n = Zan()@n =p.
n=1

n=1
L]

3.105 Beispiel. Wir betrachten H = —% auf C%([0,7]) mit Dirichlet-Randbedingungen, d.h.
D(H) = {¢ € H?*([0,7])|%(0) = #(x) = 0}. Die Eigenwerte sind \, = n? fir n € N mit

Eigenfunktionen
on(z) = \/gsin(nas) .

Die (¢5,) bilden eine Orthonormalbasis von L?([0,7]) (Fourierreihe). Also ist H wesentlich selbst-
adjungiert und o
o(H) = {n*|n e N}.

3.106 Motivation. Wir werden nun den Satz von Kato-Rellich beweisen, der uns ein recht
allgemeines Werkzeug zur Konstruktion selbstadjungierter Operatoren liefert. Zur Motivation
betrachten wir erst ein Beispiel.

Der Hamiltonoperator fiir das Wasserstoffatom lautet

1 1
Heou = _§A

_m.
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3.3 Selbstadjungierte Operatoren

Als natiirliche Domé#ne konnte man besipielsweise Dy := C§°(R? \ {0}) wiihlen, da das Potential
bei x = 0 singulir ist. Es stellt sich dann die Frage, ob (Hcou, Do) wesentlich selbstadjungiert
ist. Aus physikalischer Sicht ist die Frage also, ob die Spezifikation des Operators auflerhalb
der Singularitidt des Potentials schon die Physik eindeutig bestimmt, d.h. ob die Losungen der
zugehorigen Schrodingergleichung dadurch eindeutig festgelegt werden.

Wir wollen diese Frage zunéchst an einem noch einfacheren Operator untersuchen, ndmlich an
Hy = —3A auf Dy = C§°(R?\ {0}). Es wird sich zeigen, dass (Ho, Do) nicht wesentlich selbstad-
jungiert ist.
Dazu untersuchen wir wieder die Defektriume von Hy, suchen also nach potentiellen Lésungen
von

Hips = —3Ap1 = fips .

Nun hat zwar —%Acpi = +ipy die eindeutige distributionelle Losung ¢+ = 0, da die Gleichung
nach Fouriertransformation fquivalent zu |k|?p1+ = Fip. ist. Allerdings werden wir sehen, dass
H§ gar nicht auf seiner ganzen Doméne gleich dem distributionellen Laplace-Operator ist. Dazu
16sen wir die Gleichung in Kugelkoordinaten und suchen kugelsymmetrische Losungen. Es ergibt
sich jeweils eine gewthnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung,

~38rps 1= —3 (& + 28 Jeu(r) = Hipa (),
deren zwei linear unabhéngige Losungen man ohne grofie Miihe bestimmt,

e—(l:Fi)r
By =", Q) =

r T

et(1Ei)r

Es ist offensichtlich 4,0(1) € L?(R3), aber <p ¢ L?(R?). Nun sind dies wie gesagt zwar keine
distributionellen Lésungen der Gleichung — Acpi = +4ipy, aber moglicherweise doch Losungen
der Gleichung Hjy+ = Fip+. Um das zu kl’aren, fithren wir die iibliche Rechnung mit partieller
Integration durch, wobei wegen v(0) = 0 fiir ¢» € D(Hj) die Randterme bei der Null verschwinden:

w\»—‘

(puiHov) = =4 [ a0 [T arpam (o, + kAuurw)

/52 dQ/d i - &F) (7“ sﬂi(r)> Y(r,w)

= —2/52 dQ/r dr ArpL (r)y(r,w) = (Fips,¥).

w\»—t

Damit ist ¢+ € D(H) und es gilt Hjpt = +ips und die Defektindices N und N~ sind grofer
oder gleich eins. Es ist aber auch klar, dass L™ hochstens eindimensional sind, da Bild(Hg +i)®
Span{f} fiir jede Funktion f die in einer Umgebung von Null nicht verschwindet dicht liegt.
Also gilt N = N_ = 1. Somit hat (Hp, Dy) eine einparametrige Schar von selbstadjungierten
Erweiterungen charakterisiert durch

Up: LT — L™, Pt = ¥
und mit Doméne

D(Hg) = D(H) & (U —1)L" = D(H) @ Span{e’p_ — o, } =: D(H) @ Span{yy} ,

wobei

Yy = <~ (ei(r+9) _ e—ir) _

Fiir § = 0 ist 1p ~ & Sm(r) stetig und beschrinkt und es liegt nahe, dass D(Hg—o) = H?(R3) ist.
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3 Die Schrédingergleichung mit Potential

Fiir 0 # 0 ist 1y ~ % sin(r 4+ g) Diese Funktion ist zwar quadratintegrabel aber nicht stetig,
sondern bei Null singulér. Fiir 6 # 0 ist der Ursprung fiir Hy ein spezieller Punkt und man spricht
von einer §-Wechselwirkung am Ursprung.

Um die physikalische Bedeutung von 6 besser zu verstehen, suchen wir nach Eigenvektoren von
Hy, sogenannten gebundenen Zusténden. Es erfiillt ¢, = <— ja die Gleichung

2 a2
(£ + 24 )0alr) = S palr).
Fiir o > 0 ist ¢, € L?(R3) und es stellt sich die Frage, ob und fiir welches 6 auch ¢, € D(Hjy)

ist. Dafiir ist nur das Verhalten bei der Null relevant. Wir zerlegen ¢, = ?e(l_a)r = eTT R (1)
und vergleichen das Verhalten der nichtsinguldren Teile von ¢, und ¢y am Ursprung, also

r=0 cot <g> '

Es ist also ¢, € D(Hy), falls a >0 und a = 1 — cot(g). Wir sehen also, dass Hy fiir > 5 den

R’ cos(r + 2
o —1—« mit M

Ry lr=0 sin(r + g)

Eigenwert —0‘72 zur Eigenfunktion ¢, hat, wobei a(0) =1 — cot(g) ist.

3.107 Bemerkung. Ziel der folgenden Konstruktion ist es, ausgehend von einem selbstadjungier-
ten Operator Hy mit Doméne D(Hj) auch Operatoren vom Typ H = Hy+V als selbstadjungierte
Operatoren auf D(Hp) zu realisieren. Die Stérung durch ein moglicherweise singuléires Potential
soll also die Doméne nicht veréndern, um keine kiinstlichen Randpunkte einzufiihren.

3.108 Definition. Relative Beschrinktheit
Seien A und B dicht definiert und es gelte

(i) D(A) Cc D(B)

(ii) Es gibt a,b > 0 so, dass

1Bl < allApl| + bl

fir alle ¢ € D(A).

Dann heifit der Operator B relativ beschrdnkt durch A (oder auch A-beschrénkt) und das Infi-
mum der zulédssigen a heifit die relative Schranke. Falls die relative Schranke 0 ist, so heifit B
infinitesimal A-beschrinkt.

3.109 Bemerkung. Man kann dquivalent zur zweiten Bedingung in Definition 3.108 auch die
Existenz von a,b > 0 fordern, mit

1Boll? < @) Apll* + bl |*
fiir alle o € D(A). Beide Bedingungen liefern die gleichen relativen Schranken.

3.110 Satz. Kato-Rellich

Sei A selbstadjungiert und B symmetrisch. Sei weiterhin B relativ beschrinkt durch A mit der
relativen Schranke a < 1. Dann ist A + B selbstadjungiert auf D(A + B) = D(A) und wesentlich
selbstadjungiert auf jedem determinierenden Bereich von A.

Beweis. Wir zeigen, dass Bild(A + B +iug) = H fiir ein geeignetes 1o > 0 gilt. Daraus folgt nach
Satz 3.78 die Selbstadjungierheit von A:[—OB auf D(A) und somit auch die von A + B.

Fiir ¢ € D(A) und jedes p > 0 gilt

I(A + i)l = [ A@l® + [l ]?.
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Da A selbstadjungiert ist, ist die Resolvente (A + ix)~! beschrinkt und Einsetzen von ¢ =
(A +ip) e liefert

111 > [|ACA + i)~ pl* und - [? > p?[[(A + i) "'

fiir alle ¢ € H. Also ist [[A(A + i)' < 1 und ||(A +ip)~Y| < p~! (letzteres wissen wir schon
aus Satz 3.102). Aus der relativen Beschrinktheit ergibt sich fiir ¢ = (A + i)~ 1y

IBCA -+ i) ) < all ACA + i) ")+ Bl(A +ig0) 9l < (a+ ) ]

Fiir o > 72 > 0 (beachte a < 1) folgt dann || B(A+ipg)~!|| < 1. Demnach ist 1+B(A+ip)~! =

1 — (—B(A +iup)~') stetig invertierbar und Bild(1 + B(A +ipg)~') = H. Da aber
(14 B(A+ipu0) ) (A+ipo)p = (A+ B +ipo)p

fiir alle ¢ € D(A) gilt und Bild(A + ipg) = H ist (weil A selbstajungiert ist), ist auch Bild(A +
B + i/,Lo) = 7'[

Das Argument fiir Bild(A + B — iug) = H geht vollkommen analog und damit ist der Satz
bewiesen. O

3.111 Satz. —A-beschrinkte Potentiale im R?

Sei V:R3 - Rund V € L2(R3) + L°°(R?), d.h. man kann V = V; + Vo mit V; € L? und V € L™
schreiben. Dann ist V infinitesimal Ho-beschréinkt, wobei Hy = —2A auf D(Hy) = H*(R?) ist,
und somit der Schrodinger-Operator H = Hy + V selbstadjungiert auf D(Hy).

Beweis. D(V) = {1 € L?| V1 € L?} enthilt beispielsweise die beschriinkten L2-Funktionen und
liegt somit dicht. Sei V = Vj + V5 mit V; € L? und Vo € L™®. Da ¢ € H?(R?) nach dem Lemma
von Sobolev stetig und beschréankt ist, folgt

||V<P||L2(R3) < H<P|’oo||V1||L2(R3) + HV2||L<>0(R3)H<PHL2(R3) )

also H?(R3) c D(V). Mit dem nachfolgenden Lemma 3.112 erhalten wir direkt die infinitesimale
Beschrénktheit von V. O

3.112 Lemma. Zu jedem a > 0 gibt es ein b > 0 so, dass fiir alle ¢ € H?(R?)
[ellee < allAgpllr2 + bl 2
gilt.

Beweis. Es gilt mit Cauchy-Schwarz

lellee < lllli = 10 +&)A+E) ol
< JA+E) e 10+ E)@l 2
=:C
< C(IK Iz + 19l 2) -

Sei nun @, (k) := r3¢(rk), dann ist

||¢’THL1(R3) = ||¢’HL1(R3) fiir alle r #£0.

Gleichzeitig gilt aber

. E . 1.
I@rllzems) = r2[|@llr2msy, und  [[K*@pllr2@e) = r 2 1K@l 2 () -
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Zusammengenommen ergibt sich

A A o o _1 o ESTIN
lollss < M@l = el < CUK@rlze + l1érllz2) = Cr72[[k2ll2 + er2[|@ e
_1 3
= Cr2[|Aglz + Craloll e -

Da r beliebig grofi gewéhlt werden kann, folgt die Behauptung. O

3.113 Beispiele. Das Coulombpotential

Sei V(x) = —ﬁ das Coulombpotential.
(a) Wegen
e e e
Vi) =——=— — = —
€L2(R3) €L (R3)
ist H = —%A — ﬁ selbstadjungiert auf H2(R3). Analog kann man zeigen, dass auch der
Vielteilchen-Hamiltonian
N ..
H=-N"A_ _— _ Gk
2 Z Zj A |$j — T
Jj=1 j>k

selbstadjungiert auf H?2(R3V) ist.
(b) Fiir den Dirac-Operator D = Dy — ﬁ (mit ¢ = 1) gilt nur

e < 210l + bl
Um Kato-Rellich anwenden zu kénnen, muss also e < % sein. Tatséchlich ist fiir e > % der

Dirac-Operator D nicht mehr wesentlich selbstadjungiert auf D(Dy).

3.114 Definition. Halbbeschrinkter Operator
Ein Operator H heifit halbbeschrinkt, wenn es ein ¢ € R gibt, sodass fiir alle ¢ € D(H)

(¥, Hy) > c|ly]?
oder
(, Hy) < c|vl?
gilt. Insbesondere ist also mit Lemma 3.87 jeder halbbeschrinkte Operator symmetrisch.

3.115 Satz. Friedrichs-Erweiterung

Jeder dicht definierte, halbbeschrinkte Operator H besitzt eine selbstadjungierte Erweiterung,
welche der gleichen oberen bzw. unteren Schranke geniigt.

Beweis. Wir skizzieren den Beweis des Satzes. O.b.d.A. nehmen wir an, dass ¢ = 0. Definiere fiir
¥, p € D(H)
ar (¥, ) i= (0, (H +1)p) und (9]} = au (v, ¢) > [[0]*.

Es ist qg : D(H) x D(H) — C eine positiv definite symmetrische Sesquilinearform, also ein
Skalarprodukt. Insbesondere ist gm stetig beziiglich der Norm || - ||z auf D(H) und lisst sich
somit eindeutig auf den Abschluss Qg von D(H) in H beziiglich der Norm || - || fortsetzen. Es
ist Qg also ein Hilbertraum mit Skalarprodukt ¢z. Nun sei

D(ﬁ) :={¢ € Qu| es gibt ein n € H so, dass qu (¢, ) = (n, ) fiir alle p € D(H)}.
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3.3 Selbstadjungierte Operatoren

Da wegen der Dichtheit von D(H) C Qg das zu i) € D(H) gehérige 7 eindeutig ist, konnen wir

auf D(H) 3

(H+1)Y:=n
setzen. Damit ist H + 1 offenbar eine symmetrische und abgeschlossene Erweiterung von H + 1.
Weiterhin ist zu jedem 7 € H das lineare Funktional Qu — C, ¢ — (1, ¢) stetig. Somit existiert

zu jedem n € H ein ¢ € Qu mit (n,¢) = qu(,p), d.h. Bild(H + 1) = H. Daraus folgt nun
analog zu dem Beweis von Satz 3.78, dass H selbstadjungiert ist. 0

Der Vorteil dieses Satzes ist, dass er leicht anwendbar ist. Beispielsweise erfiillt —A auf C§°(2),
mit Q C R? offen,
(o, —Ap) = [IVe]* 2 0- lo]*.

Er macht jedoch keine Aussage iiber die Eindeutigkeit oder die Doméne der Erweiterung.

3.116 Bemerkung. Quadratische Formen

Dem Satz iiber die Friedrichs-Erweiterung liegt die folgende Aussage zugrunde. Jede abgeschlos-
sene dicht definierte symmetrische Sesquilinearform

Q('v'):QXQ%C

die nach unten beschrankt ist, d.h.

g, ) > c|lv|?

fiir ein ¢ € R erfiillt, ist die Form eines eindeutigen selbstadjungierten Operators. Genauer gilt

q(, ) = (Y, Hy),

fir ¢,p € D(H) C @ fiir einen selbstadjungierten Operator (H,D(H)) der nach unten be-
schrankt ist und dessen Formdoméne mit () iibereinstimmt. Letztere konnen wir erst mit Hilfe
des Spektralsatzes definieren.

Beispielsweise ist die Friedrichserweiterung von H = —% auf C§°((0,1)) durch den Dirichlet-
Laplace-Operator Hp gegeben. Die zugehorige Formdomiine ist H} ([0, 1]). Dagegen ist der Neumann-
Laplace-Operator Hy der selbstadjungierte Operator der zur symmetrischen Sesquilinearform
q(, ) = fol Y (2)¢' (z)dr mit Domine Q = H' ([0, 1]), gehort.
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4 Der Spektralsatz

4.1 Motivation. Ubersicht zum Spektralsatz

Wir werden im Folgenden den Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren auf Hilbertrdumen
in drei verschiedenen Formen formulieren und auch beweisen. Diese Versionen seien an dieser
Stelle vorab kurz skizziert. Sei H selbstadjungiert, dann besagt der Spektralsatz:

(i) H ist unitér #iquivalent zu einem Multiplikationsoperator auf einem geeigneten L2-Raum.
Im Endlichdimensionalen ist dies die aus der linearen Algebra bekannte Aussage, dass jede
selbstadjungierte n x n-Matrix unitédr dquivalent zu einer Diagonalmatrix ist, d.h. einem
Multiplikationsoperator auf L2({1,...,n}).

(ii) Es existiert ein Funktionalkalkiil fiir H, d.h. fiir beschréinkte Borel-Funktion f ist f(H)
definiert und die Abbildung f — f(H) ist ein Homomorphismus der Algebra der Borel-
Funktionen. Im Endlichdimensionalen erhélt man den Funktionalkalkiil durch Diagonalisie-
ren: ist A selbstadjungiert und A = Udiag(\y,...,A\,) U™!, so setzt man

f(A) = Udiag (f(M), .., F))U .

(iii) H besitzt eine Spektraldarstellung, d.h. es existiert ein Projektor-wertiges Mafi Py auf dem
Spektrum o(H) so, dass H = fa( ) AdPg(A). Im Endlichdimensionalen bedeutet dies, dass

sich jede selbstadjungierte Matrix in der Form A = 2?21 AjP; schreiben 148t, wobei die P;
die Projektionen auf die Eigenrdume sind.

Die drei Formulierungen des Spektralsatzes sind im wesentlichen dquivalent und jede Formulierung
hat ihre Vorteile und Anwendungen. Wir werden die Aussagen in folgender Reihenfolge zeigen:

(1) Zunéchst entwickeln wir einen Funktionalkalkiil fiir ,,schéne* Funktionen.

(2) Dann kénnen wir die Multiplikationsoperatorversion des Spektralsatzes beweisen.
(3) Damit 148t sich der Funktionalkalkiil auf beschrinkte Borel-Funktionen fortsetzen.
(4)

4) Die Spektraldarstellung bekommen wir schlieflich, indem wir das Projektor-wertige Maf

Py : B(o(H)) — L(H) explizit durch charakteristische Funktionen von H definieren, also
Pr(A) = xa(H) fiir jede Borel-messbare Menge A C o(H).

4.1 Der Funktionalkalkiil und die Helffer-Sjostrand-Formel

4.2 Motivation. Idee zum Funktionalkalkiil

Wir diskutieren zun#chst einige Ideen, wie man fiir einen selbstadjungierten Operator H den
Operator f(H) definieren koénnte, wobei f : R — C eine Funktion auf R sei.

Fiir Polynome f(x) = > 7, cjz’ kann dann nur der Operator f(H) = > =0 H J gemeint sein.
Allerdings ist selbst hier bei unbeschrankten Operatoren H nicht klar, was genau der Definiti-

onsbereich von f(H) ist. Ist f analytisch, d-h. f(z) =372, w(m‘ — 0)’, dann liegt es nahe,

i) =Y L5 a1 — o

Jj=0

zu setzen. Dies konvergiert allerdings nur, wenn ||H — || < p ist. Insbesondere funktioniert das
nur fiir beschrinkte Operatoren.
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4 Der Spektralsatz

Eine Klasse von Funktionen f, fiir die wir schon wissen, was f(H) bedeutet, sind die Funktionen
f(z) =r.(z) := (x — 2)~! fiir z € C\ R. Denn dann ist

f(H) =r(H) = (H - 2)""

einfach die Resolvente von H bei z, also ein wohldefinierter beschrankter Operator. Versucht man
nun allgemeinere Funktionen aus (x — z)~! zu bilden, so kann man entweder durch Polynome in
(r — z)~! approximieren oder man denkt an die Cauchy-Integralformel:

Fao) = % / F(2) (o — 2)~1dz.

Hier ist f holomorph auf einem Gebiet welches den darin nullhomotopen geschlossenen Weg ~
und den Punkt zg enthélt. Setzen wir fiir zgp den Operator H ein, dann steht im Integral die
Resolvente. Fiir H € £(H) und o(H) innerhalb von v wird durch diese Formel tatsiichlich ein
Funktionalkalkiil fiir holomorphe f erkldrt. Das ist aber fiir unsere Zwecke zu wenig, die Idee die
Resolvente zu verwenden ist aber genau richtig.

Um iiber holomorphe Funktionen hinaus zu kommen, erinnern wir uns an die Herleitung der
Cauchy-Integralformel aus dem Satz von Stokes. Wir fassen w = f(2)(20 — 2) "'dz als komplexe
1-Form auf und identifizieren wie iiblich C mit R? (also z = 2 + iy und somit dz = dx + idy,

dz =dz —idy, % =1 (8% — i(%), % =1 (8% + i%)). Dann ist die dufere Ableitung
Ow Ow

dw = —dzAdz +

- _of —145 _of —1 o
5, agdz/\dz—ag(z)(zo—z) dzAdz=—==(2) (20 — 2)" " 2idx Ady,

0z

da dz Adz =0 und %(zg —z2)"t=0.
Sei I' € C ein Kompaktum mit glattem Rand v und Bj(zp) := {z € C||z — 29| < §} C I'°. Wir
wenden nun den Satz von Stokes auf das Gebiet I' \ Bs(zp) an und erhalten

/ w:/ w—/ w:/ dw.
9(I'\Bs(20)) or 0Bs(20) '\ Bs(z0)

Ist f stetig bei zg, so gilt

lim w = lim f(2)(z0 — 2)"tdz = — f(20)2ni,
0—0 dBs(z0) 0—0 dBs(z0)

und fiir die rechte Seite ergibt sich

. af
lim —

-1
- z) (20 —2)  "dx Ady.
6—0 F\Bg(l‘o) 82 ( )( 0 )

(2) (zo—z)_ld,?/\dz:Qi/ZJ;
r

Also gilt insgesamt

1

f(zo)z—277Ti 8Fw+i/r(;£(z) (20 — 2) " tdx Ady.

Ist f holomorph, also % = 0, so erhalten wir die Cauchy-Integralformel. Nehmen wir andererseits

an, dass f auf dem Rand von I' verschwindet, also f|gr = 0, so ergibt sich die Formel

L[ of

= 9z (2) (20 — z)_ldxdy, (4.1)

f(z0) =

wobei ja dz A dy Integration beziiglich des LebesguemafBes auf R? bedeutet.
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4.1 Der Funktionalkalkiil und die Helffer-Sjostrand-Formel

Die Idee ist nun, in dieser Formel (29 — z)~! durch die Resolvente
R.(H) = (H - 2)~"

zu ersetzen und

) =+ [ 5L (1 -2 duay 42)

zu definieren. Allerdings ist diese Formel fiir Operatoren zunéchst aus zwei Griinden problema-
tisch: wihrend der Integrand in (4.1) singuldr in einem Punkt ist und somit integrabel ist, ist
(H — 2)~! singulir auf dem ganzen Spektrum von H, welches Intervalle in R enthalten kann.
AuBlerdem sind wir an einem Funktionalkalkiil fiir Funktionen f : R — C interessiert und es ist
nicht klar, was % fiir eine auf R definierte Funktion iiberhaupt bedeuten soll.

Der clevere Trick ist nun, beide Probleme gleichzeitig zu l16sen, indem man Fortsetzungen f :C—

C von f: R — C in die komplexe Ebene betrachtet, fiir die % wie Im(z) verschwindet wenn z
gegen die reelle Achse strebt. Dieses Verhalten kompensiert dann genau die Divergenz der Norm
der Resolvente nahe der reellen Achse. Solche Fortsetzungen heiflen fast analytisch, da fiir eine

analytische Funktion ja % identisch verschwinden wiirde.

4.3 Definition. Fast-analytische Fortsetzung

Sei 7 € C§°(R) mit suppr € [~2,2] und 7|1 ;) = 1 und sei o (x, y) = T(%), wobei (z) := (1+x2)%
der regularisierte Betrag ist.
Firr f € C*°(R) und n > 1 definieren wir die n-te fast-analytische Fortsetzung f:C — C durch

N
jﬂ( )(iy)J

- LA
fule) = oley) 3
=0

wobei z = x + iy ist.

4.4 Bemerkung. Eigenschaften der fast-analytischen Fortsetzung

Offenbar ist f unendlich oft stetig partiell differenzierbar, aber nicht analytisch. Es gilt jedoch

of 1790 10 ;
7 = 3 (5 1ay) few
_ U@ s S IO@ i) gy 4 2 (224522
= 3 ; ) ;(j—l)!(y)j () + 51 )<8x+3y>
10 () 1 go .00
= o (W) +2("')<ax+16y>

Nun ist 0 = 1 auf eine Streifen der Breite (x) um die reelle Achse. Deshalb gilt
of
0z

4.5 Definition. Funktionalkalkiil

Sei H selbstadjungiert. Eine Abbildung, die jedem Element f : R — C einer Unteralgebra £ der
beschrénkten Borel-Funktionen B(R) einen Operator f(H) € L(H) zuordnet, heilt Funktional-
kalkul fur H, falls gilt:

(i) f+ f(H) ist ein Algebren-Homomorphismus, d.h. linear und multiplikativ, also

()] = O(y™)  fir y 0.

(f+ag)(H) = f(H)+ag(H) und f(H)g(H) = (fg)(H) firalle f,gec.
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4 Der Spektralsatz
(i) f(H)" = f(H)
(i) 7 CE < 11 floe

(iv) Fiir z € C\ R und r,(z) = (z — 2) " ist r.(H) = (H — )71, also gleich der Resolvente.
(v) Falls f € C§°(R) auf dem Spektrum von H verschwindet, also suppf No(H) = () gilt, so ist

f(H) = 0.

Wir definieren nun zunichst eine Algebra schoner Funktionen, auf der wir mit Hilfe der For-
mel (4.2) einen Funktionalkalkiil konstruieren kénnen. Dabei ist es wichtig, dass diese Algebra
zumindest die Funktionen r, enthélt.

4.6 Definition. Fiir 5 € R sei
S8 .= {f € C*®°(R) |fiir jedes n € N existiert ein ¢, < co mit | (z)| < cp(x)?"}.

Wir setzen A := Ug<(S? und definieren darauf die Normen || - [|,, durch

£ .—Z / 70|

4.7 Proposition. (a) Es ist A eine Unteralgebra von B(R), also insbesondere ist fiir f,g € A
auch fg e A.

(b) Fiir f € Agilt f/ € L*(R) and lim,|_,o f(z) = 0.
(¢) Fir fe Aund n > 1 gilt || flloo < [|fn-

Beweis. Ubungen. O

Da wir in (4.2) eine Funktion integrieren wollen, die Werte in dem unendlichdimensionalen Ba-
nachraum £(#) annimmt, miissen wir uns zunéchst klar machen, was das genau bedeuten soll.

4.8 Bemerkung. Schwaches Integral und Bochner-Integral

Sei A : Q — X fiir einen Mafiraum (2, #) und einen Banachraum X. Wir mochten das Integral

I:/Ad,u
Q

definieren und sehen dazu mehrere Moglichkeiten:

(1) Sei A schwach-messbar, d.h. £(A) : @ — C ist messbar fiir alle £ € X', dann definiert man
des schwache Integral durch

_ / ((A)dp falls / (A)|dp < o0 .
Q Q

(2) Fur Q = R” konnte man das Integral auch iiber Norm-konvergente Riemannsummen defi-
nieren.

(3) Das Bochner-Integral ist schlieBlich die natiirliche Verallgemeinerung des Lebesgueintegrals.
Ist A:Q — X Borel-messbar, so heiit A Bochner-integrierbar, wenn [, Al dp < oo ist.
Dann ist [, Adp wohldefiniert und man kann zeigen, dass dieser Integralbegriff die iiblichen
Eigenschaften des Lebesgue-Integrals besitzt.

(4) Fiir Funktionen A : Q — L£(H) konnen wir schliefllich auch

(6, Ig) = /Q (4, Ag) du

setzen, was dem schwachen Integral {iber Ay : Q — H entspricht. Dadurch wird der be-
schrinkte Operator I eindeutig definiert.
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4.1 Der Funktionalkalkiil und die Helffer-Sjostrand-Formel

Wir werden im Folgenden wegen der einfacheren Notation das Bochnerintegral verwenden. Al-
lerdings kann man in allen Aussagen auch den zuletzt erklarten schwachen Integralbegriff zur
Definition der Integrale verwenden.

4.9 Proposition. Sei H selbstadjungiert, f € A und n > 1. Sei f, die n-te fast-analytische
Fortsetzung von f zur Abschneidefunktion 7, dann existiert

frn(H) = — aa];n( )(H — z)fld:cdy

und es gibt ein C, < oo welches nur von n und 7 abhéngt, sodass
Hff,n(H)H < CT,an”n—i—l . (4.3)

Beweis. Seien

U= {(z,y) | () <yl <2(z)} > Supp7/<<z’>>

und

V= (@) vl < 20} S swwp (5)
N——

:U(x,y)
Wir haben bereits festgestellt, dass
8fn 1 f 2 do . do 1oy
Z (Go+150) + 5 Do),
:@(Vz,w
Nun ist
do(xz,y) .Oo(x,y) 1 1
= | — < —
ox i Oy ‘ )_| i ‘<>_CT<x>XU

mit einer Konstante C; welche nur von der Abschneldefunktlon 7 abhéngt, nicht aber von f oder
H. Also gilt auf dem Gebiet U

0 C; (n+1) n
aﬁ = il ) X Q\H(iy)no(x,y)} <Gy
j=0

Wegen ||(H — 2)7Y| < |y|=' < (x)~! auf U koénnen wir den Integranden abschiitzen durch

) n+1
oy o+ s Ol

/D ()
1

of (z f(J , L fretD (@)
1= 28—y < o Z‘ w4 S Dy

Fiir das Integral ergibt sich mit Fubini

oo oo o) 2(z)
/H...dedy = / /Idy dx:/ /Idy dz
C
—00  \—00 —o0  \—2(x)
< [ |2 er@ 2P 4 Gl @)l )" | d
n+1
< G / > 1) dz
= T,n||f”n+1 )
womit die Behauptung gezeigt ist. O
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4 Der Spektralsatz

4.10 Lemma. C§°(R) liegt dicht in A beziiglich || - ||,41 fiir jedes n > 1.

Beweis. Sei @ : R — [0,1] glatt mit supp® C [2,2] und @[_; ;) = 1 und @, (7) = @(;;). Zu
feAsei f, := @, f € C§°. Dann gilt

n+1
— — _ Jj—1
If = fmllngr = Z/ dx] (1= p(a))) ‘(x) dz
n+1 ’ '
< > [ @l
j=0 |z|>m
nrd j A ,
Dy S (D110 - o)1
—o /m<|z|<2m
0.
O
4.11 Lemma. Sei F' € C§°(C) und F(x,y) = O(y?) fiir |y| — 0 bei festem x € R. Dann gilt
=/ ({;Z(z) (H —2)"tdady =0.
Beweis. Wir wihlen N so, dass suppF C [-N, N] x [-N, N| C C gilt und setzen
Qs := [_NvN] X ([—N,—(S] U [67N])
Dann folgt
1/ 371:—‘(2) (H—2) " tdady = %1_)11%71 o, aa}; (2) (H — 2z)~ dzdy
1
—  lim—— F(2)(H - 2)~
Ly UCICESRES
Stokes  1im i / F(z)(H - z)_l dz
§—0 271 Jaq,
1 [N
= lim— / (F(a: +i0) (H —x —i6) ™! — F(x —i6) (H — = + 16)_1)da:
§—0 271 -N
und somit
1 OF 1 T 1
L or a1 < 1 1 . i -0,
/ H > (2)(H — 2) dedy <5 %1;16 6(\F(:E—|—15)|—|—|F(:n 16)|)dx 0
-N =0(8?) =0(5?)
O

4.12 Proposition. Sei H selbstadjungiert, f € A und n > 1. Dann ist der in Proposition 4.9
konstruierte Operator f;, (H) unabhingig von 7 und n und wir bezeichnen ihn mit f(H).

Beweis. Wegen der Dichtheit von C§°(R) in A und der Schranke (4.3) geniigt es, die Aussage fiir
[ € CP(R) zu zeigen.
Sei also f € C§°(R) und fﬁ,n und fTQ,n seien n-te fast analytische Fortsetzungen. Dann gilt
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4.1 Der Funktionalkalkiil und die Helffer-Sjostrand-Formel

und fr, o(H) = frn(H) folgt aus Lemma 4.11. Analog seien fr, und f;,, fir m > n > 1 fast
analytische Fortsetzungen, dann gilt

") (g .
frm — frn = Z fjj!()(iy)j T <y> = O(ly|™*) firy — 0.

Jj=n+1 <$>

4.13 Satz. Der Funktionalkalkiil fiir A
Die Abbildung A — L£L(H) mit

L of

H — -1
L[ e -2 asay

[ fH) =
ist ein Funktionalkalkiil fiir den selbstadjungierten Operator H.

Beweis. Wir miissen die Eigenschaften (i)—(v) aus Definition 4.5 nachweisen.

(i) Die Linearitit ist klar und wir zeigen nun, dass fiir alle f,g € A gilt f(H)g(H) = (fg)(H).
Seien zunéchst f,g € C§°(R) und sei K = suppf und L = supp g. Dann gilt

fH)g(H) = — 5 W(H—,z)—l(H—w)—ld;zcdyducw
L[ 25 90(0) Falt) = Rl 14,
_ % /K N ~(w)ag§;")3w(f1) dudv+% /K N 81;(;) 3(2) R-(H) dady
_ % /K mL;(f(z)g(z))Rz(H) dzdy
- /K OL*@}”RM) dedy = (fg)(H).

Dabei gilt das vorletzte Gleichheitszeichen, da f§ — f; = O(y?) fiir y — 0.

Fir f,g € Aseien fy,, g Folgen in C§° mit || frr,— flln+1 — 0 und ||gm —9g||n+1 — 0. Dann ist
Fmn(H) g (H) = (fmgm)(H). Man iiberlegt sich leicht (Ubung), dass auch || frgm—f3llns1 —
0 und somit ||(frgm)(H) — (fg)(H)|| — 0 gilt. SchlieBlich gilt auch

[ fm(H)gm(H) = f(H)g(H)|| < [[fm(E)|[llgm(H) — g(H)|| + [[fm(H) — f(H)]| [|g(H)]]
— 0.

(ii) Esist zu zeigen, dass f(H) = f(H)* fiir alle f € A. Dazu withlen wir die Abschneidefunktion

symmetrisch zur reellen Achse, also 7(—y) = 7(y). Dann ist f(z) = f(2) und es gilt

sy = % [ B ) oy
1 [ 0f(2) N
= 71_/(C ?z (H — z)"tdzdy
_ 1/ UG (g _ )V dwdy = F(H).
T Jc

Q
I8yl
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4 Der Spektralsatz

(iii)

(v)

Es ist zu zeigen, dass ||f(H)|| < ||f]lco- Sei dazu f € A und ¢ > || f||~ beliebig. Sei

g(z) = c— (&~ |f(@))?

Man sieht leicht, dass g € A ist und es gilt offenbar

ff—2cg+g*=0.

Mit den ersten beiden Eigenschaften, die wir ja schon bewiesen haben, gilt also

FUH) f(H) = 2¢g(H) — g(H)*g(H) = ¢ — (c — g(H))"(c — g(H))

und somit
IFE)I? = (0, fH) FH)Y) = E[D)° = (e —g(H)Pl? < vl

Wir miissen zeigen, dass fiir w € C\ R und r(z) = (z — w)™' nun r,(H) = (H — w)™!
tatsdchlich die Resolvente liefert. Diese Bedingung stellt sicher, dass unser Funktionalkalkiil
nicht trivial ist, denn bisher hitte ja f(H) := 0 fiir alle f € A auch funktioniert.

Sein=1und o(z,y) =7 (%) mit A > 1 so, dass w ¢ supp o. Wir definieren das Gebiet
Q,, durch

m

Q= {(:E,y) ‘ |z| < m und () <yl < Qm}
und erhalten wieder mit dem Staz von Stokes

rw(H) = lim — —2(2) (H — z)"t dady

Durch explizite Berechnung des Kurvenintegrals findet man, dass

] [, (- oot =o

Dann konnen wir im obigen Integral die fast-analytische Fortsetzung durch die analytische
Fortsetzung ersetzen und erhalten mit dem Residuensatz

rw(H) = lim 1/89 (z—w) Y H -2 dz = (H-w) .

m—oo 271

ist eine Ubungsaufgabe.
O

4.14 Korollar. Es gibt einen eindeutigen Funktionalkalkiil auf Coo(R), dem Raum der nach
Unendlich abfallenden Funktionen.

Beweis. Wir haben bereits die Existenz auf A. Wegen Cg° C A C C und wegen @”'”‘” =Cx
ist auch

2= _ o

Also konnen wir die wegen || f(H)|z¢) < [|flloo stetige lineare Abbildung A — L(H) : f +— f(H)
eindeutig auf Cy, fortsetzen, wobei alle Eigenschaften erhalten bleiben.
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Die Eindeutigkeit siecht man so: aufgrund der Eigenschaften des Funktionskalkiils folgt, dass jeder
andere Funktionalkalkiil auf dem Abschluss der von

{Tz(:v) =(z—2)" ‘ z € (C\]R}

erzeugten Unteralgebra R mit unserem iibereinstimmen muss. Nun gilt nach dem Satz von Stone-
Weierstrafl 4.15, dass EH'”‘X’ = (' ist. O

4.15 Satz. Stone-Weierstrafl

Sei X ein lokalkompakter topologischer Raum und B eine Unteralgebra von Cx(X), die Punkte
in X trennt, f € B = f € B erfiillt und zu jedem x € X ein f € B mit f(z) # 0 enthélt. Dann
liegt B beziiglich || - || dicht in Co (X).

Beweis. Analysis-Grundvorlesung bzw. Funktionalanalysis. O

4.2 Spektralsatz: Multiplikationsoperatorversion

Wir haben den Funktionalkalkiil fiir Funktionen in Cy, konstruiert und werden diesen nun ver-
wenden, um die Multiplikationsoperatorversion des Spektralsatzes zu zeigen. Wie zuvor nehmen
wir immer an, dass H ein auf D(H) selbstadjungierter Operator ist.

4.16 Definition. Invarianter Unterraum

Ein abgeschlossener Unterraum L C H heiit invariant unter H, wenn fiir alle z € C\ R gilt, dass
(H—-2)"'LCL.
4.17 Lemma. Sei L invariant unter H. Dann gilt:

(a) Ist p € LN D(H), dann gilt Hp € L.

(b) Die Eigenrdume Kern(H — \) C H fiir A € R Eigenwert sind invariant.

(c) Lt ist invariant unter H.

(d) Fir f € Cw ist L auch invariant unter f(H).

Beweis. (a) Ubungsaufgabe.
(b) Folgt aus (H — z) 1o = (A — 2) "l fiir p € Kern(H — \) und z € C\ R.
(c) Sei ¢ € L+, also (¥, p) = 0 fiir alle ¢ € L. Dann ist

(W, (H —2)" ') = (H—2)""p,p) =0 fiir alle o € L.
P

eL

also ist (H — z)"lp € L*.
(d) Fiir f € A folgt dies direkt aus der Formel des Funktionalkalkiils, fiir die anderen durch
Approximation unter Verwendung der Abgeschlossenheit von L.
O

4.18 Definition. Zyklischer Unterraum und zyklischer Vektor

Fiir ein selbstadjungiertes H auf H ist der von einem Vektor v € H erzeugte zyklische Unterraum

L, =span{(H — z)~lv|z € C\ R}.

Falls L,, = H ist, so heifit v ein zyklischer Vektor fiir H.
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4 Der Spektralsatz

4.19 Bemerkung. (a) Zyklische Unterrdume sind invariant unter H: es folgt sofort aus der
Resolventengleichung und

span{(H — 2)"lv|z € C\R} = span{(H — z)"lv|ze C\ (RU{20})} fiir jedes zg € C,

dass (H — 29) 'Ly, C Ly.

(b) Es gilt immer v € L,, da
s- lim (—in)(H —in)™' = idy .

n—oo

Letzteres ist eine Ubungsaufgabe. (Man zeigt die Aussage erst auf D(H) und verwendet
dann, dass die Operatorfolge wegen Bemerkung 3.103 gleichméiBig beschréinkt ist.)

(c) Ist v ein Eigenvektor, Hv = Av, so ist L, = span{v}.

(d) Im Endlichdimensionalen hat eine Matrix genau dann einen zyklischen Vektor, wenn alle
Eigenwerte einfach sind.

4.20 Lemma. Sei H selbstadjungiert auf dem separablen Hilbertraum #H. Dann gibt es eine
Folge paarweise orthogonaler zyklischer Unterrdume L,, C H mit zyklischen Vektoren v,, so, dass

wobei N € NU {oo} ist.

Beweis. Sei (¢n)nen eine ONB von H und L; der zyklische Untervektorraum zu ;.
Wir nehmen nun an, dass L1, - - - , L, bereits konstruiert sind und setzen

m(n) :=min{k e N|oy € L1 &---® Ly }.

Sei weiterhin gafn (n) die Projektion von ¢, auf (L1 © --- & L,)*" und sei L, der von g@i (n)
erzeugte zyklische Raum. Dann ist L,11 1L L fiir K < n, da fiir ¢ € Ly gilt

1
¥ = Z a] - Z] (pm(n)

und somit

<i H = z) 1wm(n>:o fiir alle ¢ € Ly, .

eLk

Damit ist @p,n) € L1 @ -+ @© L1 und m(n + 1) > m(n). Entweder bricht die Induktion ab,
wenn die direkte Summe bereits der ganze Raum ist oder nicht. Dann hétten wir eine Folge von
solchen Unterrdumen konstruiert und, da (¢,) eine ONB ist, ist dann % = @, | L. O

4.21 Bemerkung. Die so gewonnene Zerlegung erlaubt es uns, H auf L, jeweils isoliert zu
betrachten. Die Zerlegung ist allerdings nicht eindeutig.

4.22 Satz. Spektralsatz: Multiplikationsoperatorversion

Sei H selbstadjungiert auf dem separablen Hilbertraum H. Dann existiert ein endliches Maf}
auf o(H) x N und ein unitirer Operator U : H — L%(o(H) x N, p1) so, dass fiir

h:o(H)x N=R: (z,n)—z

gilt:
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4.2 Spektralsatz: Multiplikationsoperatorversion
(i) ¢ € D(H) genau dann, wenn hUg € L*(o(H) x N, z1).
(ii) Fir o € D(H) ist UHp = hU¢p und es gilt
Uf(H)yp = f(h)Uy fir alle f € Cs, und ¢ € H.
Beweis. Dies ist ein einfaches Korollar aus Lemma 4.20 und dem nachfolgenden Satz 4.23. ]

4.23 Satz. Spezialfall des Spektralsatzes

Falls H unter den Bedingungen des Spektralsatzes 4.22 einen zyklischen Vektor v besitzt, so
gelten die analogen Aussagen mit L?(o(H), 1) anstelle von L?(o(H) x N, ).

Beweis. Sei @ : C(R) — C gegeben durch ®(f) = (v, f(H)v). Der Funktionalkalkiil besagt,
dass @ ein positives lineares beschriinktes Funktional ist, d.h. fiir 0 < f € Cy ist mit g := /f

®(f) = (v,g°(H)v) = (v, g(H)g(H)v) = (g(H)v, g(H)v) = ||g(H)v]* > 0.

Nach dem Satz von Riesz-Markov (Satz 4.24) existiert ein eindeutiges endliches reguldres Borel-
maf} p auf R so, dass

O(f) = (v, f(H)v) = /Rfd,u fir alle f € Cx(R).

Da fiir suppf No(H) =0, gilt f(H) = 0, ist suppu C o(H), und da g endlich ist, gilt Coo(R) C
L*(o(H), ).
Nun folgt aus f(H)v = 0, dass f(H)y = 0 fiir alle ¢ € H, da v ja zyklischer Vektor ist. Also ist
f(H) =0 und auch |f|?(H) = f(H)f(H) = 0 und somit folgt |f|?> = 0 u-fast iiberall. Damit ist
die Abbildung

U: M — Cyo(R) C LA(o(H),p) : f(Hv— Uf(H)v = f

auf M = {f(H)v € H| f € Cx} wohldefiniert. Wegen

F, 9 L2ty ) = /R Fgdu= (v, f*(H)g(H)v) = (f(H)v, g(H)v)

fir f,g € Cx(R) ist U eine surjektive Isometrie. Da v zyklisch ist, liegt M dicht in H und
da auch Oy dicht in L?(c(H),p) liegt (selbst Co(R) liegt dicht, vgl. z.B. Bauer, MaB- und
Integrationstheorie, Satz 29.14), hat U eine eindeutige unitiire Fortsetzung U : H — L?(o(H), j1).

Seien f1, fo, f € Coo und ¢; = f;(H)v € H. Dann gilt
(o (Y1) = (fo(H)o, () fo(H)w) = /R Fo £ Frdu = (Uts, FUGL) 20 -

wobei f als Multiplikationsoperator aufgefasst wird. Fiir rj(z) = (x —i)~! ergibt sich
Uri(H\ U™ f =rif fiir alle f € L2(o(H), p).
und somit
UD(H) = UBild(ri(H)) = Bildr; = {rif € L*| f € L*} = {f € L?|zf € L*} = D(h).
Fiir f = rig € D(h) ist dann schlielich
nUHU L f = Uri(H)HU_lrig = Uri(H)Hri(H)U_lg = rjxrig = rihrig = rihf .

Da r; : L*(o(H), ) — D(h) injektiv ist, folgt auch UHU'f = hf. Damit ist der Spezialfall
bewiesen. 0
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4 Der Spektralsatz

4.24 Satz. Riesz-Markov

Sei X ein lokal-kompakter topologischer Raum. Dann existiert zu jedem positiven beschréinkten
linearen Funktional ¢ € (C (X)) ein eindeutiges endliches regulires Borel-Mafl 1 so, dass

(= | tan.

Beweis. Siehe z.B. Werner, Funktionalanalysis, Theorem 2.5 und die Diskussion auf Seite 89,
oder Bauer, Ma$- und Integrationstheorie, Kapitel 29 und Aufgabe 29.6. O

Beweis. (von Satz 4.22)

Wir kénnen den Hilbertraum geméf Lemma 4.20 in zyklische Teilréume L,, zu zyklischen Vektoren
vy, aufspalten, H = @ L,,. Wir normieren die zyklischen Vektoren zu ||v,|| = 27". Es existieren
dann MaBe p,, auf o(H) und unitire Abbildungen U, : L, — L?(o(H), uy,) so, dass H, = H|p,
unitér dquivalent zur Multiplikation mit = auf L2 (o (H), u,,) ist. Wir definieren nun p auf o(H) x N
durch

Plo(H)x{n} = Hn
und setzen U = @ U,,. Um zu sehen, dass p tatséchlich endlich ist, sei (f;) eine Folge in C, die
punktweise monoton wachsend gegen 1 konvergiert. Dann gilt, dass

pn(o(H)) = lim /fj dpin = {vn, fi(H)vn) < sup|| filloollvall? < [lon]* = 272"
> J
Somit ist p endlich und der Satz folgt. O

4.25 Beispiel. Fiir H# = C" und einfache Eigenwerte A\; konnen wir die Konstruktion konkret
angeben. Setze p:= 37 | 6(x — A;), wobei 0 das Diracmaf} auf \; ist und wir C" = L*(c(H), )
identifizieren. Genau so gut kénnten wir allerdings auch i = »7%_; a;d(z —A;) mit a; > 0 wihlen.
Das Ma#f ist also in keiner Weise eindeutig, da die Wahl des zyklischen Vektors bzw. der zyklischen
Vektoren nicht eindeutig ist.

Mit der Multiplikationsoperatorversion des Spektralsatzes ist es nun evident, wie man einen Funk-
tionalkalkiil fiir beschrinkte Borelfunktionen definiert: Fiir f € B(R) ist f o h ein beschrinkter
Multiplikationsoperator auf L?(o(H), ) und man setzt f(H) := U~'f(h)U. Wir miissen aber
sicherstellen, dass dieser Kalkiil den alten fortsetzt und nicht von der Wahl von p abhéngt.

4.26 Lemma. Sei A auf H selbstadjungiert und U : # — # unitéir. Dann ist A := U AU~ auf

D(A) = UD(A) selbstadjungiert und es gilt fiir f € Coo(R), dass
UF(AU™ = f(4)

Beweis. Die erste Aussage ist Lemma 3.76. Sei z € C\ R und ¢ € #. Da A selbstadjungiert ist,
existiert ein 1) € D(A) so, dass ¢ = (A — 2)¢ = U(A — 2)U~14). Dann gilt
UA—2)" U o=UA-2)"WWIUA-2U W=0p=(A—-2)"1p
und somit ~
UA—-2)"'U T =(A-2"".
Aus der Konstruktion des Funktionalkalkiils folgt die Aussage fiir alle f € C(R). O

4.27 Satz. Spektralsatz: Funktionalkalkiil fiir beschrinkte Borelfunktionen

Sei H selbstadjungiert und H separabel. Dann gibt es einen Funktionalkalkiil f — f(H) auf
B(R), dem Raum der beschréankten Borel-messbaren Funktionen von R nach C.

Dieser Funktionalkalkiil erfiillt weiterhin
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4.2 Spektralsatz: Multiplikationsoperatorversion

(vi) Falls (fn)nen in B(R) punktweise gegen f € B(R) konvergiert und sup,,cy || fnlloo < 00 ist,
dann gilt s-limy, 00 fr,(H) = f(H).
Der Funktionalkalkiil auf B(R) ist durch die Eigenschaften (i)-(vi) eindeutig festgelegt.

Beweis. Die Existenz folgt sofort aus der Multiplikatorversion des Spektralsatzes, wenn wir

f(H) =U" f(h)U

setzen. Man priift leicht nach, dass die Eigenschaften (i)-(v) eines Funktionalkalkiils erfiillt sind.
Wir zeigen zunéchst (vi). Sei dazu f,, — f punktweise p-fast-tiberall mit sup,,cy || fmllco < 00.
Dann gilt mit dem Satz der dominierten Konvergenz fiir jedes v € H

V) — FEDOIE = ((fm(B) — FB) T
= m h(z)) 2| U (x,n)|*d M3,
Z/U(H)!f (@)U ) dp

Dieser Funktionalkalkiil stimmt wegen Lemma 4.26 mit dem auf C(R) definierten iiberein. Die
Eindeutigkeit folgt nun aus der Eindeutigkeit auf Co(R) und auf allen Funktionen, die sich als
punktweiser Grenzwert gleichméflig beschrénkter Folgen in Cy, schreiben lassen. Diese Menge ist
genau B(R). Die eine Richtung sieht man leicht: Sei f,,, eine gleichméfig beschrinkte Folge in Cy
die punktweise gegen f konvergiert. Dann ist f ebenfalls beschrinkt und als punktweiser Limes
messbarer Funktionen selbst messbar, also in B(R). Die andere Richtung ist eine offensichtliche
Konsequenz aus folgendem Korollar zum Satz von Lusin (vgl. Bauer, Maf- und Integrationstheo-
rie, Satz 26.7).

4.28 Korollar. zum Satz von Lusin

Sei p ein endliches Borelmafl auf R und f : R — C eine Borel-messbare Funktion. Dann existiert
eine Folge f,, € Co(R) die punktweise u-fast iiberall gegen f konvergiert und || fy,]|co < ||f]lco fiir
alle n € N erfiillt.

O
4.29 Korollar. zum Spektralsatz
Das Spektrum o(H) ist der wesentliche Bildbereich von h auf L?(o(H) x N, ).
Beweis. Folgt aus dem Spektralsatz und Aufgabe 25. O
4.30 Korollar. Norm der Resolvente
Fiir einen selbstadjungierten Operator H gilt
1
H-—2)Y=—"——.
I 2 dist(z,0(H))
Beweis. )
I(H = 2)7 = sup |(z—2)7} = s
wco(H) dist(z,0(H))
O

4.31 Satz. Hauptsatz

Sei (H, D(H)) selbstadjungiert und U(t) = e""7* durch den Funktionalkalkiil definiert. Dann ist
U(t) eine stark-stetige unitdre Gruppe und ihr Erzeuger ist (H, D(H)).
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4 Der Spektralsatz

Beweis. Die Gruppeneigenschaft sowie U (t)™! = U(—t) = U(t)* folgen aus den Eigenschaften (i)
und (ii) des Funktionalkalkiils. Weiter gilt e=** — 1 punktweise fiir ¢ — 0 und [[e™"!||o, = 1.
Eigenschaft (vi) des Funktionalkalkiils impliziert dann s-lim; ,oe % =idy. Also ist U(t) eine
stark-stetige unitidre Gruppe.

Es bleibt noch zu zeigen, dass H die Gruppe U(t) erzeugt. Sei dazu V : H — L?(c(H) x N, p)
die im Spektralsatz konstruierte unitire Diagonalisierung. Dann ist U(t) = Ve MV* und es gilt

d d .
Uy =V e e MY h = —iVhe MV*p € H = AV € L*(o(H) x N, )
& Y eDH).
Somit ist H Erzeuger von U (t). O

4.3 Ergdnzungen: Stone, Ergodensatz, Trotter und Pfadintegrale

4.32 Satz. von Stone

Jede unitére stark-stetige Gruppe U (t) hat einen selbstadjungierten Erzeuger H, ist also von der
Form U (t) = e 11,

Beweis. Fir f € C°(R) und ¢ € H sei

sof—/f (t)pdt
und
D = Span{ys|p e H, feCi}.

Es liegt D dicht in ‘H, denn sei j.(t) = %j(ﬁ) fiir 0 < j € C§° mit suppj C [—1,1] und [ j(¢)dt = 1.
Die starke Stetigkeit von U(t) impliziert dann fiir jedes ¢ € H, dass

. 0
o —ell = H/ Je(t) (Ut)p — @) dtH sup |[U(t)e — ol [i:(t)dt *=5 0.

te[—ese]

Wir zeigen nun, dass dieses D ein determinierender Bereich fiir den Erzeuger ist. Fiir ¢y € D ist

U() /f t+ss (t)(pdt _ /Rf(r_si_f(r)[](r)(pdr

—/fmmmwzww.
R

Also setzen wir fiir ¢y € D

U(t) —id
Hepi= g =lm=—"—¢r.
Es gilt offensichtlich, dass HD C D, U(t)D = D und U(t)Hyps = HU(t)pys. Fiir pf,1 € D ist
L U(s) —id . yU(=s) —id B
op Hibg) = lim (ipp, ==} = lim (2= ) = (Hooy, )

also ist H symmetrisch.
Wir zeigen im néchsten Schritt, dass H auf D wesentlich selbstadjungiert ist. Sei ¢ € Ker(H* £1i),
dann gilt fiir ¢ € D

LW, U)p) = (b, —1HU (t)p) = ({H*¥, U (t)p) = F (v, U(t)p) .
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Durch Loésen dieser Differentialgleichung erhalten wir einerseits

(b, U(t)p) = Tt U(0)p) = et (1h, ) fiirallet € R,

und wegen ||U(t)|| = 1 ist andererseits

(o, U@)p)| < [[¥lllell < oo

Also muss gelten (¢, ¢) = 0 und H auf D ist wesentlich selbstadjungiert.

Es bleibt zu zeigen, dass der selbstadjungierte Operator H tatsichlich die Gruppe U(t) erzeugt.
Dazu reicht es zu zeigen, dass e 1t und U (¢) auf einer dichten Teilmenge iibereinstimmen. Sei also
9 €D C D :=D(H).Dannist e "'¢ € D und auch U(t)p € D C D. Fiir ¢(t) = (U(t)—e ")
gilt somit

%w) = —iHU(t)p + iHT W = —iHU (t)p + iHT O = —iHy(t) |

Wegen ¢(0) = 0 und

S = (), (1) (D), Hp(0) = 0

ist 1(t) = 0 und U(t) = et auf der dichten Teilmenge D. O

4.33 Satz. von Neumann’s Ergodensatz

Sei H selbstadjungiert und A ein Eigenwert von H mit spektraler Projektion Py, d.h. Py projeziert
auf Ker(H — X). Dann gilt

1 O
P, = s-lim / e IH=Nt 4z

ta—t1—o0 t9 — t

Beweis. Es sei zunéchst daran erinnert, dass fiir selbstadjungierte Operatoren aus Kern(H*+z) =
Bild(H + z)* folgt, dass Kern(H =+ 2) @ Bild(H + z) = H.

Sei 0.B.d.A. A =0, also H = KernH @ Bild(H).
a) del p € KernH = FyH. Dann 1st =0 und e =, also
(a) Sei ¢ € KernH = PyH. Dann ist Hp = 0 und ety = ¢, al

1
ta— 1

to
e H-M pdt =9 = Pyp.
/t1 \Z_/

(b) Sei ¢ € Bild(H), also ¢ = H4 fiir ein ¢» € D(H). Dann ist

efthgO — efthHw — 12 efthw

dt
und damit
1 S i 2d i —iHt —iHt
t2_t1/t1 e cpdt—h_h/t1 T wdt:tQ_tl(e 2—e W)Y 5 0= Fyp

[I-l<2

(c) Ist schlieBlich ¢ € Bild(H) und ¢,, eine Folge in Bild(H) mit ¢, — ¢, so gilt

1 I
/ e (o — o) dtH <o = pul
752 _tl t1

gleichméafig in t1, to.
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4.34 Satz. Trotter-Produktformel

Seien A und B selbstadjungiert und A + B wesentlich selbstadjungiert auf D(A) N D(B). Dann
gilt fiir jedes t € R

. . 4t _pit\T
efl(A+B)t = s-lim (e iA- e 1Bn>

n—oo

Falls zus#tzlich A und B von unten beschrinkt sind, also (1, Av) > C|[+||? und (¢, By) > C||9||?
fiir ein C' € R, dann gilt fiir jedes ¢ € [0, 00)

. _At _pt\"
e~ (AHB — ¢ lim (e Are Bn> .

n—o0

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage unter der vereinfachenden Annahme, dass A+ B selbst-
adjungiert ist auf D := D(A) N D(B). Das ist beispielsweise der Fall, wenn B A-beschrinkt ist
mit relativer Schranke kleiner eins.

Fiir ¢ € D gilt
L (e7M4sgmiBs _ 1) qp = L (7145 _ 1) g 4 Le7145 (7185 — 1) ¢ "2 —iA¢ —iBy
und
(e 1) = —i(A + By,
also
lim K (s)¢ := lim 1 (e_iASe_iBS - e_i(A+B)S) P =0.
5—0 s—0

Offenbar gilt auch limg 1+ K(s)) = 0. Da s — K(s) stetig ist, gilt sup g || K (s)y|| < oo fur
jedes ¢ € D. Die Graphennorm ||-|| 44+ p macht D zu einem Banachraum, da A+ B selbstadjungiert,
also insbesondere abgeschlossen ist, und K(s) : D — H ist ebenfalls beschrinkt. Damit liefert
das Prinzip der gleichméBigen Beschrinktheit (Satz von Banach-Steinhaus) aber, dass auch

sup 1K (s)|lc(pwy =2 C < o0

endlich ist. Insbesondere gilt dann K(s)y — 0 fiir s — 0 gleichméBig auf jedem Kompaktum
in D. Ein solches Kompaktum ist zu jedem v € D die Menge

{7 Py |s € [-1,1]},
da s+ e ¥(A+B) ¢ £(D) stark stetig ist. Letzteres folgt aus

lim H ((A 4 B)e BATE) _ (4 4 B)) wH — lim H (e*iS<A+B> - 1) (A+ B)dJH —0.

s—0 s—0

Insgesamt folgern wir also, dass fiir jedes ¢y € D
% (e—iAte—iBt _ e—i(A+B)t) e~ i9(A+B), =9 9 (4.4)

gleichméBig fiir s € [—1,1]. Damit kénnen wir in

((e—iA%e—iB%)n ( —i(A+B)L > )@ZJ:
1

— t k - _— . + . 1\ n—k—1
_ ( —iA- —1Bn) |:e—1AEe—1B; o e—l(A+B)Ei| (e_l(A+B)H) "
=0

3

ol
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die Norm der rechten Seite durch

|t| max

[s|<t

—1
<t> [efiA%efiB% _ e—i(A+B)%] e s(A1B) y,
n

beschrianken. Mit (4.4) gilt also fiir jedes v € D
(e_iA%e_iB%)nd} — e_i(A+B)t1/) fir n — oco.
Da die Operatoren beschréinkt sind und D dicht liegt, folgt die Aussage. O

Wir erwéihnen kurz zwei Besipiele, in denen die Trotter-Produktformel eine wichtige Rolle spielt.

4.35 Beispiel. Numerische Integration der Schrédingergleichung
Sei H = Hy + V auf L?(R%), dann ist ja

o—iHot _ 71 e%%t]_—
im Fourierraum ein Multiplikationsoperator und e™*V* im Ortsraum ein Multiplikationsoperator.
Die Fouriertransfomation ldsst sich durch die sogenannte FFT (fast Fourier transform) nume-
risch sehr effektiv implementieren, ebenso wie die Multiplikation mit Funktionen. Die Trotter-
Produktformel liefert

. L k2 1 "
e—lHtw _ <]:'—1 e—lkgfl}'e_lvfl> ¢+0(1) fiir n — oco.

Fiir beschrianktes H ist der Fehler sogar O (%) Noch besser ist das sogenannte “Strang-Splitting”,
welches fiir beschranktes H

. . . k2 . n
ety = (e_lvztn}"_l e_‘gi]:e_“/;n> Y+ 0O (#)

liefert. Die rechte Seite 148t sich wie gesagt relativ leicht numerisch implementieren, da man immer
nur abwechselnd FFT und Multiplikation mit einer Funktion anwendet. Dennoch konvergiert das
Verfahren relativ schnell.

4.36 Beispiel. Das Pfadintegral in der Quantenmechanik

Sei H = Hy+V mit Hy = —%A. Den Propagator approximieren wir wieder mit der Trotter-
Produktformel geméaf
e — g lim (e_iHO%e_iV%)n
n—oo )

Fiir den freien Propagator haben wir gezeigt (vgl. (2.5)), dass

—iHot 1 i\y1—y0|2
0 = 2t dyo .
(e okp) (y1) (2mt)% /Rde Y(yo) dyo

. . n
Also hat der Operator (e_lHO%e_IV%> den Integralkern

nd

n o\z in g, 2 )t
K o,ynt) = (5=) /R g /R gy (eBn PtV

o B Yn—1—yn—2|? =iV (yn—2) % .. .e;—’;|yryo\2€—iv<yo>%)

nd .
= (771 ) 2 / els(y07-~~7ymt) dyl .. dyn—l
2mit Rd(n—1)
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mit
n 1 n
S@Wor - yn ) = Y 3ly; — yﬁlP(%) =) V(yj-1) (%) :
j=1 j=1
Man kann nun S(yo,...,Yn,t) als die klassische Wirkung entlang eines polygonalen Weges auf-

fassen: fiir einen glatten Weg + : [0,1] — R? ist die klassische Wirkung S(y) das Funktional

St =1 /0 (s ds — /0 V(r(s)) ds,

also S(yo, - - -, Yn, t) die Wirkung entlang des polygonalen Weges, der zur Zeit Jn—t durch den Punkt
y; geht.
Man erhilt also einerseits den Integralkern K(z,y,t) des vollen Propagators gem#f Trotter-

Produktformel im Limes
K(z,y,t) = lim K™ (z,y,t),
n—oo

wobei die zugehorigen Operatoren stark konvergieren. Andererseits ist nun die Idee des Pfadinte-
grals, den Limes n — oo als ein Integral iiber einen Raum €2 von stetigen Pfaden beziiglich eines
geeigneten Mafles w auf 2 zu interpretieren,

lim K (z,y,t) “= / ) dw(y),
n—oo Qz,y,t

wobei 2, den Raum der stetigen Pfade 7 : [0,] — R? mit 7(0) = z und ~(¢) = y bezeichnet.
Formal hat dieses Feynman’sche Pfadintegral viele Vorteile, insbesondere beim Aufstellen von
Storungsreihen. Mathematisch macht der Ausdruck aber leider keinen Sinn, da ein solchen Maf3
w nicht existiert.

Ein auch mathematisch wohldefiniertes Pfadintegral existiert allerdings fiir den Integralkern
W (x,y,t) von et (ohne i im Exponenten!). In diesem Fall ist die ganz rechte Seite in

t t

t
—[V(v(s)ds —1 [15(s)[%ds —[V(v(s))ds
W) = [ e 8770 a0y = [T e
Qz,y,t Qz,y,t

=dp(y)

tatsdchlich wohldefiniert, wobei p das Wiener-Maf§ auf dem Raum der stetigen Pfade ist. Diese
Formel heifit Feymann-Kac-Formel und spielt eine wichtige Rolle z.B. in der statistischen Physik,
wo man sich fiir e #H mit 3 gleich der inversen Temperatur interessiert.
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5 SpektralmalBle und selbstadjungierte
Operatoren in der Quantentheorie

5.1 Motivation. Wellenfunktion fiir N Teilchen

Wir erinnern uns, dass die Wellenfunktion fiir N Teilchen ohne Spin eine Funktion 1 : R3Y — C
auf dem Konfigurationsraum R?V fiir N Teilchen im R? ist. Man hat also eine Wellenfunktion
fiir alle Teilchen.

Wir wollen nun allgemein die Frage beantworten, wie man aus den “Zustandsrdumen” H; und Hs
zweier getrennter Systeme den “Zustandsraum” fiir das gekoppelte System macht. Mathematisch
gibt es verschiedene Moglichkeiten, aus zwei Hilbertrdumen einen neuen zu machen. Die direkte
Summe ist der Hilbertraum Hi @ Ho = H1 X Ho mit Skalarprodukt

<()071/}>H1€9H2 - <(()017902)7 (¢1;¢2)> = <9017¢1>"H1 + <90271/12>H2

Es ist ¢ € L?(R®) @ L?(R3) von der Form v(x) = (i;gg) Wiirde man die direkte Summe
verwenden um Zustandriume zusammenzufithren, so hétte man also bei zwei Teilchen dann eine
Wellenfunktion pro Teilchen. Das ist wie oben erinnert falsch. Die korrekte Weise Zustandsriume

zusammenzufassen liefert das Tensorprodukt.

5.1 Tensorprodukt und Spin

5.2 Definition. Tensorprodukt von zwei Vektoren
Fiir o1 € H1 und @9 € Ho heifit die anti-bilineare Abbildung

01 @2 Hi x Hy = C, (V1,92) = (01 @ @2) (Y1, 2) 1= (Y1, 01) 1, - (P2, 2) 1,
das Tensorprodukt von ¢ und s.
5.3 Lemma. Auf dem Raum der endlichen Linearkombinationen aller Tensorprodukte
Span®(®) := Span®{p1 ® w2 | p1 € Hi, 92 € Ha}

wird durch

<ch€01j ® 902jazdi¢1i ®1/12z> ZZCJ (P17, Y10) 1y - (9255 Y2i) w0

J
ein Skalarprodukt definiert.
Beweis. Ubungsaufgabe. O

5.4 Definition. Tensorprodukt von Hilbertraumen

Seien ‘H1 und Ho Hilbertraume. Dann ist das Tensorprodukt Hi ® Hs die Vervollstindigung von
Span®(®) unter der durch das Skalarprodukt (-,-)s definierten Norm.
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5 Spektralmafie und selbstadjungierte Operatoren in der Quantentheorie

5.5 Satz. ONB auf dem Tensorprodukt

Seien (¢g) und (¢;) Orthonormalbasen von #; und H,. Dann ist (¢r ® ¢;)ken eine ONB von
H1 ® Ha.

Beweis. Offenbar ist (¢ ® 1;)k,1en ein Orthonormalsystem. Wir zeigen nun, dass der Abschluss
S von Span®(pr @1 | k,1 € N) jeden Vektor ¢ ® v mit ¢ € H; und ¢ € Ho enthiilt. Daraus folgt
dann, dass S auch Span®(®) und somit dessen Abschluss H; ® Ho enthilt.

Seien dazu
oo o
o= arpr, U= B,
k=1 =1
und setze

N N
= ok, B(N) =) B
k=1 1=1

Dann ist o(N) @ (N) = 34 ,_1 o3 ok @ 9y € Span® (g @ Yy | k, 1 € N) und

lp@y—p(N)@dM; = (pey—e(N)@U(N), 9@y —p(N)®p(N))
= llelPIDl* + 1o N PlD (N)II? — 2Re{p(N), o) (¥ (N), )

N—o
— 0.

O]

5.6 Beispiel. Es ist L?(R") ® L?(R™) in natiirlicher Weise isomorph zu L?(R"*™), indem wir
e ®1 € L2R") ® L2(R™) mit p(x)p(y) € L2(R"™) identifizieren.

Der Hilbertraum fiir N-Teilchen ist also
R3N ®L2 RS

Beweis. Satz von Fubini. O

5.7 Beispiel. Teilchen mit Spin

Ein einzelnes Teilchen mit Spin 4 2 , wobei d € N ist, wird durch eine C%wertige Wellenfunktion
Y : R3 — C?in L2(R3;C%) beschrleben. Die physikalische Interpretation der Wellenfunktion
dndert sich nicht: weiterhin ist

I ()]* = Z [ (@

die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Ort des Teilchens. Das Teilchen hat also keinen Spin im
gleichen Sinne wie es einen Ort hat. Vielmehr wird die Ortsverteilung durch eine Spinor-wertige
Wellenfunktion beschrieben.

Nach Wahl einer Basis (e;);=1,...4 von C? konnen wir ¢ € L?(R3;C?) in der Form

Y1() d
Y(z) = : c P r*mr?)
Ya(z) '

schreiben. Also ist

L?(R3; CY) =~ EBL2 (R%).
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5.2 Projektor-wertige MaBe und positive-Operatoren-wertige Mafle

Andererseits liefert fiir 1 € L?(R3) und v € C? die Zuordnung

YR v P(x)v
eine natiirliche Isomorphie zwischen L?(R?) ® C% und L?(R3;CY).

Schliefllich hat ein System aus N Teilchen mit Spin % eine Wellenfunktion in

N N N N
® L2 (R3; (Cd) ~ ®(L2 (R3)®Cd) ~ ® L2(R3)®® (Cd ~ L2 (]RBN)@(CCIN ~ L2 (R3N; (CdN) ]
j=1 j=1 j=1 j=1

5.2 Projektor-wertige MaBe und positive-Operatoren-wertige MalBle

5.8 Motivation. Modellierung eines idealisierten Experiments

Ein quantenmechanisches ,,System®, an dem eine ,Messung®“ durchgefiihrt werden soll, habe den
Konfigurationraum R”. Der ,Messapparat® und die “Umgebung” haben den Konfigurationsraum
R}". Typischerweise ist n ~ 10,...,100 und m ~ 10%%. Man sagt deshalb, das System sei mikro-
skopisch und der Apparat makroskopisch.

Wir nehmen an, dass der Anfangszustand in H = L?(R? x R}") ein Produktzustand Wo(z,y) =
va(x)Po(y) ist. Hier ist ¢, ein moglicher Anfangszustand des Systems und ®¢ der Anfangszu-
stand der Messapparatur.

Das Experiment ist nun so konzipiert, dass die unitire Zeitentwicklung U (t) des Gesamtsystems
bestimmte Anfangszustinde ¢, des zu messenden Systems in Endzustidnde W, des Gesamtsy-
stems tiberfithrt, an denen man das , Ergebnis“ gut ablesen kann. Das heif3t, der Trager von ¥,
enthilt Konfigurationen y des Apparats (z.B. eine Zeigerstellung), aus denen man einen bestimm-
ten Messwert A, ablesen kann. Das Experiment ist also so gebaut, dass ein Anfangszustand ¢,
zu dem Messergebnis A, fiihrt:

Anfangszustand bei t = 0 Zeitentwicklung Endzustand bei t =T

Pa()®0(y) @ Vo (,y)

Starten wir mit einer allgemeinen Wellenfunktion ¢ = > co@q fiir das System, so ergibt sich
aus der Linearitét von U(T)

Anfangszustand bei t =0 Zeitentwicklung Endzustand bei t =T
u(T)
Y o Caalx)Po(y) — Vo(r,y) =D 4 ca¥alz,y).

Wir erhalten also als Ergebnis einen Zustand, dessen y-Tréger makroskopisch verschiedene Zei-
gerstellungen enthélt. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die tatséchliche Konfiguration Y (T')
des Apparats erhalten wir wieder aus dem Quadrat der Wellenfunktion. Sei A, C R™ das Ge-
biet im Konfigurationsraum des Apparats, in welchem die Konfiguration einer makroskopischen
Zeigerstellung auf den Wert A, entspricht. Nach Konstruktion des Experiments hat ¥, Triger
in R” x A, und wegen A, N Ag = 0 fiir o # 3 folgt (¥, ¥3) = 0. Die Wahrscheinlichkeit einen
bestimmten Wert Ag abzulesen ist also

POGly) = BT eds) = [ [ e pPayar
B
= /n/A ‘anll'a(x,y)‘2dyda:
B«

- / / o525 (2, ) Pdy de = [es).
R JAg
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5 Spektralmafie und selbstadjungierte Operatoren in der Quantentheorie

Wir haben hier natiirlich vorausgesetzt, dass ¢o, ®g, ¢ und somit auch ¥, jeweils in L? auf 1
normiert sind.

Definieren wir nun die Projektion Pg durch Pgy = (@3, @)@, so ist

P(Asle) = lesl® = {pp. ) = [IPsell” = (v, Ps) .

Da die ¥, orthogonal sind, miissen auch die ¢, orthogonal sein. Damit sind die Projektonen P,
paarweise orthogonal. Fiir den Erwartungswert des Messergebnisses A ergibt sich dann

E(Alp) ZA P(Aal@) = D Aalp, Pa) = <¢,ZAaPa<p> =: {p, Ap)

mit dem linearen Operator A := ) Ay P,. Sind die A, reell, dann ist A ein selbstadjungierter
Operator mit Spektrum o(A) = o,(A) = {Ao}. Die moglichen Messwerte sind also die Eigen-
werte des Operators A und der Erwartungswert des Messwertes 148t sich kompakt mit Hilfe des
Operators schreiben. Man rechnet leicht nach, dass unter den beschriebenen Bedingungen sogar

E(A"|¢) = (¢, A"p)

gilt.

Wir haben gesehen, dass die Wahrscheinlichkeiten in einem idealisierten quantenmechanischen
Experiment durch eine Familie von orthogonalen Projektionen P, beschrieben werden. Der selbst-
adjungierte ,, Buchhalteoperator® A = > A\, P, erlaubt es weiterhin, bequem den Erwartungswert
und auch die hoheren Momente der Verteilung zu berechnen. Deshalb nennt man die selbstad-
jungierten Operatoren in der Quantenmechanik auch “Observablen”. Allerdings sollten mehrere
Punkte jetzt schon klar sein: nicht jeder selbstadjungierte Operator entspricht einem tatsdchlich
durchfithrbaren Experiment; es kann verschiedene Experimente geben, die durch den selben Ope-
rator beschrieben werden; nicht jedes Experiment erfiillt die Annahmen, die zu unserem Ergebnis
gefithrt haben.

5.9 Motivation. Modellierung eines allgemeinen quantenmechanischen Experiments

Wir wollen nun versuchen, das obige Argument zu abstrahieren und mit minimalen Annahmen,
die wir prézise formulieren kénnen, auszukommen. Sei H = H; ® Hsy der Hilbertraum des Ge-
samtsystems und Hy = L?(C) der Hilbertraum des Apparats (plus Umgebung etc.), dessen Kon-
figurationsraum C' sei. Wir machen folgende Annahmen:

(1) Der Anfangszustand bei ¢t = 0 hat die Form ¥(0) = ¢ ® ®y.

(2) Die Zeitentwicklung U(T') des Gesamtsystems ist unitér.

(3) Die Bornsche statistische Interpretation gilt.

(4) Das “Messergebnis” A € ) lisst sich aus der Konfiguration Y (T") des Apparats am Ende
der Messung ablesen, ist also eine messbare Funktion f : C' — Q der Konfiguration Y (7T)
zum Zeitpunkt ¢t =T

Hier ist 2 die Menge der moglichen Messergebnisse, wobei z.B. auch der Fall vorkommen kann,
dass ein Element von €2 dafiir steht, dass kein numerischer Wert herauskam und das Experiment
schiefging. Die Funktion f ist eine “Vergroberung” (coarse graining) des Konfigurationsraums
des Apparats, welche mikroskopische Konfigurationen auf makroskopisch unterscheidbare “Zei-
gerstellungen” abbildet.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Ergebnis A in einer Menge A C  liegt, ist

PAed) = P'D(V(T) e fﬁl(A)) = (U(T), x5-1(a)¥(T))n
= (U(1)¥(0), Xf*l( (T)w(0)n
= (@ Po, U(T) 'xp-1(a)U(T)( @ Bo))n

=: QA(SO, SO) .
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5.2 Projektor-wertige MaBe und positive-Operatoren-wertige Mafle

Es ist Qa(¢, ) offenbar eine beschrinkte positive quadratische Form. Mit dem nachfolgenden
Satz 5.10 gibt es einen eindeutigen positiven beschréinkten Operator E(A) € £(H1) so, dass

Qalp,p) = (p, E(A)p) .

Die Abbildung A — FE(A) hat die Eigenschaften eines Mafles: fiir jedes ¢ € Hj ist A —
(p, E(A)p) ein Mafl und deshalb nennt man E(A) ein positive-Operatoren-wertiges Mafi (POVM).

Man kann auch im allgemeinen Fall den Erwartungswert des Experiments mit Hilfe eines selbst-
adjungierten Operators beschreiben,

E(@) = Y Ao BQ)2) = (9, ) AaB(a) 9)
“ =:A

nicht aber die hoheren Momente, da im Allgemeinen
E(A"@) # (@, A"p) .

Wir werden im Folgenden zeigen, dass es eine bijektive Zuordnung zwischen Projektor-wertigen
Maflen und selbstadjungierten Operatoren gibt. Dies ist eine weitere Version des Spektralsatzes
und der mathematische Grund dafiir, warum sich die Statistik eines idealisierten Experiments in
einem einzigen selbstadjungierten Operator, der “Observable”, kodieren 148t. Die Statistik eines
allgemeinen Experiments wird durch ein positive-Operatoren-wertiges Mafl gegeben, welches nicht
eindeutig aus einem selbstadjungierten Operator gewonnen werden kann. Bevor wir diese Dinge
nun mathematisch kléren, zunéchst noch ein Nachtrag.

5.10 Satz. Beschrinkte Bilinearformen und die zugehdrigen Operatoren

Sei B : H x H — C eine stetige Sesquilinearform, d.h. fiir alle ¢, 9, x € H und « € C gilt:
(i) B, oanp + x) = aB(p,¥) + By, x)
(i) B(aw + x,¢) = aB(¥,¢) + B(x; ¢)
(ii)) Es gibt in C < oo mit |B(p, 6)| < Cllg| 4]

Dann gibt es einen eindeutigen beschrénkten linearen Operator A € L(H) so, dass

B(p,¥) = (p, Av)y fiir alle , ¢ € H.
Beweis. Ubungsaufgabe. Man verwende Satz 3.39. O

5.11 Definition. Positive-Operatoren-wertiges Mafli (POVM)

Sei A C R™ messbar und B(A) die Borel-o-Algebra. Eine Abbildung E : B(A) — L(H) heifit
positive-Operatoren-wertiges Mafl (POVM), falls es die folgenden Eigenschaften hat:

(i) E(A) ist positiv fiir jedes A € B(A)
(ii) E(A) =idy und E(0) =0
(iii) Fiir jede Folge (Aj);jen paarweise disjunkter Mengen in B(A) gilt

0 N
B( L:JlAj) —s lim > E(4).

N—o00 4

5.12 Bemerkung. Zur Integration von POVMs
Fiir ¢, € H liefert ein POVM FE ein zugehoriges endliches Borelmafl

pE(A) = (o, E(A)p)
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und ein komplexes endliches Borelmaf

Hgy(A) = (o, BE(A)Y).
Wegen der Polarisationsidentitéit 3.6 ist
E _ 1(,E E B o
Poyp = 1 (Mcp-i-w — Py T Uy — Wwiw)

und damit ist auch klar, wie man beziiglich eines komplexen bzw. signierten Mafles zu integrieren
hat. Insbesondere kénnen wir fiir jede beschréinkte Funktion f € B(A) den Operator [, fdFE iiber

<so, /A dew> = /A fauE,

definieren. Die rechte Seite ist offenbar eine symmetrische Sesquilinearform. Wir zeigen, dass sie
auch beschrénkt ist. Geméf Satz 5.10 definiert sie daher den zugehérigen Operator [, fdE.

Sei f zun#chst nicht-negativ, also f > 0 und f, = 2?21 f;”)x 4 cine uniform beschrénkte
J
(n)

Folge einfacher Funktionen mit Aj NA;" =0 fiir alle j # ¢, die punktweise monoton gegen f

konvergiert. Dann ist

/A fdugy = Jm | fadug, = Jin Zlff") (v, B(AT)) < | flloo Tim_ <w,ZlE<A§")>w>
j= J=
< £ llso N1l

Mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung fiir die positiv semi-definite Sesquilinearform | AS duf »
folgt dann auch ihre Beschrénktheit,

\ [ s, g( / fduf,@> ( / fdu5,¢) < Il 1]

Komplexwertige Funktionen f zerlegt man wie {iblich in Real- und Imaginérteil und dann jeweils
weiter in Positiv- und Negativteil.
5.13 Definition. Projektor-wertiges Mafi (PVM)

Ein POVM FE mit der Eigenschaft, dass F(A) fiir jedes A € B(A) eine orthogonale Projektion
ist, also

E(A)? = E(4)
erfiillt, heiit Projektor-wertiges Mafi (PVM).
5.14 Bemerkung. Ein POVM F ist genau dann ein PVM, wenn fiir alle A, B € B(A) gilt, dass

E(A)E(B)=FE(ANB).
Insbesondere gilt also fiir PVMs, dass
HEBew(A) = gy (ANDB). (5.1)
Beweis. Ubungsaufgabe. O

5.15 Beobachtung. (a) Sei E ein POVM und f € B(A) reellwertig. Dann ist der Operator
S [ dE selbstadjungiert, denn aus Nf,w = “5# folgt

(o [ rapv) = [saufy = [ fang, = [ rauf,

- <w,/Adeso> - </Ades0,1/J>-
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(b) Umgekehrt liefert jeder selbstadjungierte Operator H ein PVM auf A = o(H), indem man
EH(A) = xa(H)
setzt, also die spektrale Projektion auf A C o(H). Der Funktionalkalkiil liefert sofort, dass
dies tatséchlich ein PVM definiert:
e x4(H) ist eine orthogonale Projektion.
® Xo(m)(H) = idy und xy(H) =0

e Es gilt fiir paarweise disjunkte A; € B(o(H)), dass limy_,o0 Z;V=1 XA; = XUX,4;
punktweise und monoton. Somit gilt

5.16 Proposition. Funktionalkalkiil aus PVM

Sei H selbstadjungiert und E(A) = xa(H) das zugehorige PVM. Dann liefert Integration
beziiglich E* wieder den (eindeutigen) Funktionalkalkiil: fiir f € B(c(H)) gilt

) = [ rag™.

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir einfache Funktionen f zu zeigen, also fiir f = Zjvzl QXA -

(s st

N
/ fauly = Zajuff;(Aj)
=1
N ’ N
= > ajle,xa,(H)Y) = <<ﬁvzanAj(H)¢> = (p, f(H)Y).
j=1 j=1

Fir f € B(0(H)) folgt die Aussage dann durch Approximation, wobei man auf der einen Seite
Eigenschaft (vi) des Funktionalkalkiils verwendet und auf der anderen den Satz der dominierten
Konvergenz. [

Es liegt nun nahe, zu einem PVM auf A C R den zugehotrigen Operator durch

H:/)\dEH
A

zu definieren. Ist A beschrinkt, so haben wir in 5.15 (a) bereits gesehen, dass dies einen selbst-
adjungierten Operator definiert. Fiir unbeschrankten A miissen wir noch etwas arbeiten.

5.17 Satz. Spektralsatz: PVM-Version

Sei H ein separabler Hilbertraum. Dann gibt es eine eins-zu-eins Korrespondenz zwischen selbst-
adjungierten Operatoren H auf H und Projektor-wertigen Malen E : B(R) — L(H) auf H.
Genauer gilt:

(i) Sei H selbstadjungiert, dann ist Ef (A) := x4(H) ein PVM und es gilt fiir ¢ € D(H) und
1 € H, dass

W, Hyp) = / AdpE”
< (/0> ) P,

o(
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(ii) Ist umgekehrt ein PVM E : B(R) — L(H) gegeben und sei

D(H) = {¢ e | /\)\Qduﬁw < oo} ,

dann wird durch

(6, Hy) = /IR NduB,  fir g, € D(H), (5.2)

ein selbstadjungierter Operator auf D(H) definiert. Es gilt x4 (H) = E(A) fiir alle A € B(R).

Beweis. Die einzige Aussage in (i) die wir noch nicht bewiesen haben, ist (¢, Hp) = fJ(H) A d,uif;
Das folgt aber, sobald wir (ii) gezeigt haben.

7=1
Folge einfacher Funktionen, die punktweise monoton gegen f(A) = A konvergiert. Fiir ¢, ¢ €
D(H) gilt dann mit dem Satz der monotonen Konvergenz

Zunéchst zeigen wir, dass D(H) ein dichter Teilraum ist. Sei dazu f,(\) = > )\g-n)x 4(m eine
J

24, E . 2 E
/RA gty pory = T}LH;O/an(A) bt oy

= lim YO (e v BAM) o+ )
j=1

n

< Jim STOF ({e BAT)0) + (0 BAT ) + 2, B(AT)0)))
j=1
< / N, + / N dut, 42 Tim 3 O o, BAD) ) g, BAD) )
= Ja e e , n—c0 £ J J
< 00,

da mit Cauchy-Schwarz im R™

n

lim > (A2, B(A) )2y, B(A )

n—oo
j=1
n 3
. (n)\2 (n) (n (n)
< nh_{lgo Z()\j (e A] Z: )\] (), E A )¥)

J=1

1
2 3
= N dpf > </)\2d,u > < 00.
(/R P - XD

Also ist ¢ + ¢ € D(H) und D(H) ist ein Unterraum. Er ist auch dicht, da fiir ¢ € H der Vektor
Yy, = E([—n,n])y in D(H) liegt und wegen Definition 5.11 (iii) gilt s-limy, oo E([—n,n]) = idy.
Um zu sehen, dass das Integral [, )\d,uiw fiir p,9 € D(H) endlich ist, erinnern wir uns an die
Zerlegung

E
Papp =
und stellen fest, dass fiir ¢ € {¢p + ¢, ¢ — ¢, +ip, ¥ —ip} gilt ¢ € D(H) und somit

1 E E B ) s B
1 (i = i it — i)

E . 2 E
[ Mg, < (0. B(-1100)+ [ i, < 0.
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Schliefflich liefert dominierte Konvergenz, dass

AdpZ
/R by

n

(n) E (n)
DA pf o (A57) ’
—_———

J=1

= lim
n—oo

= hm ‘/fnduq/”p

(EA)p,EA)p)

IN

= () (n) (n)
JE&ZMJ‘ HIE(A; )Y TEA; el

n 1/2
i, (ZHE ol (SR IEA el
\—/—/ j=1

W, E(AM)p)

1/2 1/2
= ol ([120E,) = ([ eag,)

Alsoist ¢ — [ A dﬂg,p fiir ¢ € D(H) ein beschrinktes Funktional und durch (5.2) wird ein (mit
dem selben Argument wie in 5.15) symmetrischer Operator auf D(H ) definiert.

Um schlieBlich die Selbstadjungiertheit von H zu folgern, zeigen wir Bild(H +1i) = H. Sei also
1 € ‘H und setze

IN

¢:=/(A+i)1dm}.
R
Wir zeigen gleich, dass fiir jedes ¢ € H
d,u¢ o =A+1i)" d/‘qﬂ/} und d,u@ . = (AN 41)” duf,w (5.3)

gilt. Daraus folgt dann sofort, dass fiir jedes ¢ € H gilt

(6, (H +i)g) = /R A+ i), = /R A, = (6.10)

also (H +1)¢ = 1. Somit ist H selbstadjungiert.
Um (5.3) zu zeigen, sei f € B(R) und f, = > 77, )\g ") X 4 eine gleichméBig beschréinkte Folge

einfacher Funktionen die punktweise gegen f konvergiert. Dann ist mit (5.1)

6B = [ O+ A = [ D7 an

also
/R fdub, = Jim [ fn dug,, = Jim. > A§") (9, E(A§-"))<P>
j=1
= nlggoz/\(n /Aw +1) 7 dug, = nlgﬂlo/Rf”(A“)_ldﬂf,w
= / SO+ dul .
R
Die zweite Gleichung in (5.3) folgt analog. O
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5 Spektralmafie und selbstadjungierte Operatoren in der Quantentheorie

5.3 SpektralmaBBe und das Langzeitverhalten unitdrer Gruppen

5.18 Definition. Spektralmaf3
Sei H selbstadjungiert und ¢ € H. Dann heifit ug : B(R) — [0, 00) mit
H
pg (A) = gy = (W, xa(H))
das Spektralmafl von H zu .

5.19 Bemerkung. zur Klassifikation von Maflen
Seien p und v Mafle auf (2, A) und P = {z € Q| u({z}) # 0}. Dann heifit

tpp(A) == p(P N A)

der PunktmafBanteil von g und picont = 1t — ppp der stetige Anteil von p.
(i) Es heifit 4 ein Punktma8, falls p1 = ppp.
(ii) Es heiit u absolutstetig beziiglich v, falls es ein f € L'(£2,v) gibt mit p = fv.
(iii) Es heifit p singulér beziiglich v, falls es eine Menge S C € gibt mit x(S) = 0 und v(Q\S) = 0.

5.20 Satz. Zerlegungssatz von Lebesgue

Zu zwei o-endlichen Maflen p und v gibt eine eindeutige Zerlegung
W= [ac + Msing
s0, dass pac absolutstetig beziiglich v ist und psing singulér beziiglich v ist.

Beweis. Siehe z.B. Bauer, Maf- und Integrationstheorie, Satz 17.13. O

5.21 Folgerung. Zerlegung von Borelmaflen auf R

Da jedes Punktmafl auf R offensichtlich singulér beziiglich des Lebesguemafes ist, konnen wir
jedes Borelmafl ;1 auf R eindeutig zerlegen in

W = Hac + Using = Hac T HUpp T Hsc

wobei die erste Zerlegung bzgl. des Lebesguemafles ist und wir den singulérstetigen Anteil durch
sc = flsing — Mpp definieren.

5.22 Definition. Spektrale Teilrdume

Sei H selbstadjungiert. Es seien

(i) Hpp(H) :={ e H| ,ufj ist ein Punktmaf}

(il) Hac(H) :={Yp € H| ,ug ist absolutstetig beziiglich des Lebesgue-Mafles}
(iil) Hee(H) :={0p € H| Mﬁ ist singuléirstetig beziiglich des Lebesgue-Mafes}

5.23 Satz. Spektrale Zerlegung des Hilbertraums

Hpp, Hac und Hge sind abgeschlossene unter H invariante Teilrdume und es gilt
7_[ - pr@%a(}@%sc.

Die Projektion Py auf Hyy ist durch xaz, (H) fiir ein geeignetes My € B(R) gegeben (wobei
xx € {pp, ac,sc}).
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Beweis. Sei p ein Mafl aus Satz 4.22 auf o(H) x N und 1, = fin ac + fnpp + insc die entsprechende

Zerlegung von fi,. Sei My, = {x € R|p,({z}) # 0 fiir ein n € N}, Mye := ()o—; Sn und

M. :==0o(H) \ (Mpp U M,.), wobei Sy, die entsprechende Menge aus 5.19 (iii) zu p,, ist. Es gilt
tnxx(A) = pnxx (AN Myy) fiir alle n € N

und mit Lo (F)yx{n} := Hn,xx ergibt sich

L*(o(H) x N,p) = L*(0(H) x N, ppp) @ L*(0(H) % N, ptac) & L*(0(H) x N, pisc) -

Es bleibt zu zeigen, dass U™ L?(0(H) X N, fixx) = Hxx. Sei dazu ¢ € H, also v = >0 | fr(H)vp,
dann gilt

:U{Z(A) = (Y, xa(H Z Jn(H)vp, xa(H) Z fn(H)vp) = Z<Un7 |fn|2XAUn>
n=1 n=1

= 3 2 duy, .
;/Alfn\ Lin

Also ist ,ug = ngx genau dann wenn f, = x . fr fiir alle n € N. Offensichtlich ist ‘H,, invariant
unter H, da sich der Triiger von f,, bei Multiplikation mit (2 — z)~! nicht #ndert. O

5.24 Definition. Man unterteilt das Spektrum in die Teile

Punktspektrum opp(H) = U(H}H )
PP

Absolutstetiges Spektrum oac(H) =0 (H

Singulérstetiges Spektrum — og.(H) = U(H

Es gilt offenbar
o(H) = opp(H)Uoac(H)Uos(H)

wobei die verschiedenen Teile im Allgemeinen nicht disjunkt sind. (Jeder Teil oy (H) ist abge-
schlossen und es gilt oy (H) = Myx.)
Weiterhin ist

opp(H) = op(H)

wobei o, (H) die Menge der Eigenwerte von H ist (vgl. Definition 3.97) und es gilt

0c(H) = 0ac(H) Uog(H) .

5.25 Bemerkung. Die spektralen Unterrdume spielen in der Physik eine wichtige Rolle. Zusténde
(d.h. Elemente) in #,,, sind Linearkombinationen von Eigenvektoren und bleiben , lokalisiert* und
Zustédnde in He = Hae © Hge propagieren und ,,laufen ins Unendliche®.

5.26 Beispiel. Das Spektrum vom —A

Das Spektrum von Hy = —A ist 0(Hy) = 0ac(Hp) = [0,00), da in Fourierdarstellung Hy = |k|?
ist: fiir jedes ¢ € L2(R™) und A € B(R) gilt

no(d) = (Bxa(kDd) = / xa(K)[B(E) vk

_ / e 1dyky/ D], ) 2dw = / dr 25’5/ D (/P w) P -
k]2 A AN[0,00) gn-1

=:f¥(r)EL!(RM)

79



5 Spektralmafie und selbstadjungierte Operatoren in der Quantentheorie
Also ist ju,, absolutstetig beziiglich des Lebesgue-Mafies.

Wir haben bereits gezeigt, dass die Losungen der freien Schrodingergleichung , zerflielen®, also
nicht lokalisiert bleiben. Eine schwache Version dieser Aussage wiire, dass fiir alle o, € L?(R")

gilt
‘<‘p’ —1Hot¢>’ _ ’/ —l\k\ (k) d"k| = ‘/ 1mff¢w (k) dre| 225 o)

was sofort aus dem Lemma von Riemann-Lebesgue folgt.

5.27 Bemerkung. Fiir allgemeines selbstadjungiertes H gilt

(o, e L) — /R e duH =l (1)

Die rechte Seite ist die Fouriertransformierte des komplexen Mafles ug - Die Idee ist nun, analog
zu Riemann-Lebesgue fiir stetige Mafle den Abfall der Fouriertransformierten zu zeigen.

5.28 Satz. Satz von Wiener
Sei p ein endliches komplexes Borel-Mafl auf R und

i(t) = [ My

die Fouriertransformierte von p. Dann hat das Cesaro-Zeitmittel von |(¢)|* den Limes

1 T
lim — )|?
i [ WoPa = X2 jnP

AER

wobel die Summe endlich oder abzahlbar ist.

Beweis. Mit dem Satz von Fubini gilt

- / £))2dt = /0 ' /R /R e e dy(z)da(y)dt = /R /R % /O Te*”(x’y)dtdu(:r)dﬂ(y)-

—X{o0}(z—Y)

Mit dem Satz der dominierten Konvergenz folgt also

T
Jim = [ClawPae = [ [ o —nau@aa) = [ athaie) = [ atai)
S uyhadyy) = ()

yer yeR

wobei P = {x € R| u({z}) # 0}. O

5.29 Korollar. Sei H selbstadjungiert und ¢ € He(H) := Hae(H) & Hse(H) = Hpp(H)L. Dann
gilt fiir jedes ¢ € H

. 1 [T —iHt 1\ |2
lim / ‘(go,e ¢>‘ dt=0,
0

T—oo T

es “geht also e tq) im Zeitmittel schwach gegen 0”.
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Beweis. Da
i 2 ~
(o, e )| = | (1)

ist, miissen wir zeigen, dass fi,, 4 ein stetiges Maf ist, also pu({z}) = 0 fiir alle € R. Dazu stellen
wir zunéchst fest, dass fiir ¢ € Hyx und ¢ € H gilt

top(A) = (o, xa(H)Y) = (¢, xa(H)X0,, (H)) = (0, X0, (H)xA(H)Y)
= (XM (H)o, XA(H)Y) = pipgpp(A).

Wir kénnen also 0.B.d.A. annehmen, dass auch ¢ € H,. gilt. Mit der Polarisationsidentitéit
pepap(A) = 7 (i (A) = pp—p(A) +iptpiap(A) — iptp—iy (A))

folgt dann, dass p,, stetig ist. O

Sei F' € L(H) vom endlichem Rang n und (¢;)7_; eine ONB von Bild(F'), dann ist

Fyp = Z%Fw = (W, )e
7j=1

wobei ¢; = F*p; ist. Damit gilt fiir ¢ € H, auch

1 T Ia _iHt 2 . N 1 T —iHt 2 T—oo
T/O | Feifity) dt—;T/O (5, e 2t T2 0.

Falls wir schlieBlich einen Operator K € L(H) durch eine Folge (F},) von Operatoren mit endli-
chem Rang approximieren kénnen (also z.B. || F,, — K|| < %), so gilt wieder fiir ¢ € H. und jedes
e >0, dass

<1
-_-n

1 T iH 2 1 T iH 2 1 T 2 2
T/ |[Ke Hhap||"dt < T/ (| Fne™ | dt+T/ |F, — K|*|[¢]?dt < e
0 0 0

<e/2 fiir n grol genug

fir T grofl genug, also

T—oo T

T
lim 1/ | e Htg|Pat = 0.
0

5.30 Definition. Kompakter Operator

Ein Operator T' € L(V, W) zwischen normierten Rdumen V und W heifit kompakt, falls er be-
schrinkte Mengen auf relativ kompakte Mengen (also Mengen deren Abschluss kompakt ist)
abbildet.

Die Menge aller kompakten Operatoren bezeichnen wir mit IC(V, W).

5.31 Bemerkung. Ist 7' € (V) und S € L(V), so sind ST und TS wieder kompakt, da
beschriankte Operatoren sowohl kompakte Mengen auf kompakte Mengen, als auch beschréinkte
Mengen auf beschrinkte Mengen abbilden.

5.32 Beispiel. Die linearen Operatoren von endlichem Rang, also mit endlich-dimensionalem
Bild, sind kompakt. Denn beschrinkte Mengen in endlich-dimensionalen normierten Rdumen
sind nach dem Satz von Heine-Borel relativ-kompakt.
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5 Spektralmafie und selbstadjungierte Operatoren in der Quantentheorie

5.33 Satz. iiber den Raum der kompakten Operatoren

Fiir Banachrdaume V, W ist IC(V, W) ein abgeschlossener Teilraum von £(V, W) und damit selbst
ein Banachraum.

In separablen Hilbertrdumen gilt
K(H) = mll‘\\c(m

wobei F(H) den Raum der Operatoren mit endlichem Rang bezeichnet.

5.34 Definition. Relativ-kompakte Operatoren

Sei (H,D(H)) selbstadjungiert auf 7. Dann heifit ein Operator (A, D(A)) mit D(H) C D(A)
relativ-kompakt beziiglich H oder kurz H-kompakt, wenn es ein z € o(H) gibt so, dass A(H —z)~*
kompakt ist.

5.35 Bemerkung. Mit der Resolventenformel und Bemerkung 5.31 folgt, dass fiir einen H-
kompakten Operator A der Operator A(H — z)~! fiir alle z € o(H) kompakt ist.

Weiterhin ist ein H-kompakter symmetrischer Operator A auch infinitesimal H-beschrénkt.

5.36 Satz. Sei H selbstadjungiert und K relativ kompakt beziiglich H. Dann gilt fiir jedes
Y € D(H)

. 1 T _iHt 2
lim / | et P2 dt = 0
0

und
Tlgrgo HKeithPacwH =0.

Ist K beschriankt, so gelten die Aussagen fiir alle ¢ € H.

Beweis. Fir ¢ € D(H) ist Poyp € D(H) N He und fiir ¢ := (H + 1)y € H folgt aus der
Kompaktheit von K (H +i)~! und den vorausgegangenen Ergebnissen, dass

e N—1_—iHt, |2
lim — HK(H+1) e gp” dt=0.
0
Ist K beschrénkt, so approximieren wir ¢ € H durch eine Folge 1, in D(H) mit ||t — ¢,|| < %

und verwenden
[Ke || < [ Ke || + 1K

Die zweite Aussage folgt analog aus

(o Pct) = [ M s V) = [ M op ()X S 0
mit Hilfe des Riemann-Lebesgue-Lemmas. O

5.37 Proposition. Seien f,g € Cx(R") und f(z) die Multiplikation mit f auf L?(R™) und
g(p) = F~gF. Dann sind die Operatoren g(p)f(z) und f(x)g(p) kompakt.

Beweis. Fiir f,g € L*(R") ist

1 y
(F))e) = e [ (e =3) )
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Esist K (z,y) € L>(R"xR") = L*(R")® L?(R") und lisst sich somit beziiglich jeder ONB 9, ®@¢;
darstellen als

K = hm Z azjwj ®807,( )7

Jl

::KN(‘T:?J)

wobei hier Konvergenz in L? gemeint ist. Es ist Ky (z,y) der Kern eines Operators mit endlichem
Rang,

N
Ky = aijlpi, ).

1,j=1

Nun liefert die L2-Konvergenz der Integralkerne die Konvergenz der Operatoren in der Operato-

rennorm, denn mit Cauchy-Schwarz gilt
da: < / / | K (x,y)y \dy)

1Ko gny = /‘/K z,y)¥(y) dy

KBy 191y 0 = K 16

IA

Fir f, g € Coo(R™) approximieren wir f und g gleichméfig durch

o =XxB,0f uwd gn:=XxB,0)9-

Dann gilt

1£(@)9(p) = Fa(@)ga @)l < [ lscllg(P) = ga (@)l + l9lloc|lf () = ful@)] =3 0.
Da KC(H) C L(H) abgeschlossen ist, ist f(z)g(p) ebenfalls kompakt. O

5.38 Bemerkung. Hilbert-Schmidt-Operatoren

Operatoren auf L2(R") mit Integralkern K (x,y) € L?(R"xR") heilen Hilbert-Schmidt-Operatoren
und sind wie oben gezeigt immer kompakt.

5.39 Beispiel. Sei f € C(R"), dann ist f als Multiplikationsoperator auf L?(R") relativkom-
pakt beziiglich Hy = —A, da (Hyg +i)~! = p21+
iHot

Fiir die freie Zeitentwicklung e~ gilt also

lim | f(z)e o] =0 fiir alle ¢ € H = Hqe und f € Coo(R™),

—00

d.h. die Losungen der freien Schrodingergleichung verlassen jedes beschrinkte Gebiet. Hier ver-
wenden wir allerdings nur noch die Hy-Kompaktheit von f(z) und nicht mehr die explizite Kennt-
nis von e 1H0f_ Deshalb liegt es nahe, diese Aussage auf Schrodingeroperatoren mit Potential zu
verallgemeinern.

5.40 Proposition. Zweite Resolventenformel

Sei V : R™ — R als Multiplikationsoperator Hy-beschrinkt mit relativer Schranke kleiner 1 und
H = Hy+V die nach Kato-Rellich auf D(H) = D(H,) selbstadjungierte Operatorsumme. Dann
gilt fiir z € C \ R die zweite Resolventenformel,

(Ho—2)"' = (H —2) 7" = (Ho—2)'V(H - 2)7,

und fiir jedes f € Co(R™) ist f(z) relativkompakt beziiglich H.
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Beweis. Die zweite Resolventenformel rechnet man direkt nach. Fiir f € C gilt daher

fH —2)7" = f(Hy—2)"' — f(Ho—2)"' V(H —2)7"

kompakt kompakt besd;;éinkt
und mit Bemerkung 5.31 ist auch f(H — 2)~! kompakt. O

5.41 Bemerkung. Insgesamt gilt also fiir H = Hp + V mit Hg-beschranktem V mit relativer
Schranke kleiner 1, dass fiir jedes f € Cy und ¢ € L*(R%)

lim / /() P dt = 0

und .
tlggo Hf(:v)e_‘HtPaCM’ =0.

Auch in diesem allgemeineren Fall verlassen also Zustéinde aus dem stetigen Spektrum zumindest
im Zeitmittel jedes beschrinkte Gebiet.

Der folgende Satz zeigt, dass man die spektralen Teilriume ganz allgemein {iber das Langzeitver-
halten der Gruppen charakterisieren kann.

5.42 Satz. RAGE-Theorem

Sei H selbstadjungiert und sei K, eine gleichmiiflig beschriankte Folge H-kompakter Operatoren
mit

S- hm K, = idy.

Dann gilt
He = {¢ €H| ILH;OTIE;I;O/ | K e_lHth dt = 0}
Hep = {¢ €H| hm sup H (id — K,,) _‘th/)H = O}

Beweis. Sei 9(t) = e ). Fiir 1) € H, ist mit Cauchy-Schwarz

7/ o) < (% / ) o,

Da sich v € Hp, durch normierte Eigenvektoren ¢;, also Hy; = Ajp;, darstellen 1483t,

o
=D a9;,
=1
und somit
[o¢]
—iAjt
t):Zozje it
Jj=1

gilt in diesem Fall

N [e'e)
(K, —id)y )] < |[(K,—id) Z a].e—v\jtgpj + (&, —id) Z aje_i)‘jtcp
j=1

J=N+1
N ) 2
. . n—oo
< D lol 10 = id)gyl| + (K —id)l| | > fayf? =30
j=1 j=N+1
< g/2 fiir n grof} genug < ¢/2 fiir N grof} genug

84



5.3 SpektralmaBe und das Langzeitverhalten unitidrer Gruppen

Hier wahlt man natiirlich zuerst N und dann n. Fiihren wir die Bezeichnungen

N —iHt
e = {venl i tim 7 [ e 0] dt o}
. : : —iHt, || _
Upp = {¢€H|7}1_>r203161£||(1d—Kn)e wH—O}

ein, so haben wir jetzt H. C U, und Hp, C Uy, gezeigt. Es sind U, und Uy, Unterrdume und fiir
Y € Upp mit 1 # 0 gilt offenbar A
[ e | > 319

fir n grof§ genug, also ¢ ¢ U.. Daher ist U, N U, = {0}. Daraus folgt schon Hy, = Uy, und
He = U Angenommen es gibt ein ¢ € Uy, \ Hpp, dann wire in der eindeutigen Aufspaltung
Y = Ppp + 1P beziiglich H = Hpp, @ He also P € Upp, im Widerspruch zu He NUpp C U NUpp =
{0}. O
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6 Streutheorie

In der Streutheorie untersucht man das Langzeitverhalten unitérer Gruppen et genauer. Ins-
besondere mochte man verstehen, inwieweit die Zeitentwicklung fiir grofie Zeiten durch eine ein-

fachere “freie” Vergleichsdynamik e~ 0! approximiert werden kann.

Als einfachstes physikalisches Besipiel sollte man dabei immer die Potentialstreuung im Kopf
haben: dann ist Hy = —A auf L2(R%) und V : R? — R ein Potential welches im Unendlichen
verschwindet, also lim,|_,, [V (z)| = 0 erfiillt. Wir haben bereits gezeigt, dass in diesem Fall fiir
Y € Hac gilt, dass

: —iHt _
Jim [[f(z)e™ ]| = 0,

die Losung also jedes beschrinkte Gebiet verliaBt. Es liegt also nahe zu vermuten, dass e %) fiir
grofle Zeiten durch eine Losung der freien Schrodingergleichung approximiert werden kann. Man
sagt dann, dass die Dynamik asymptotisch frei ist.

Die Frage ist also, fiir welche ¢ € H es jeweils ¥ € H und _ € H gibt so, dass

tiiglooue_mw_e_imtwi” — tiigloo|’¢_ethe_iH0t¢iH = 0.

6.1 Wellenoperatoren und Streumatrix

6.1 Definition. Wellenoperator

Seien Hy und H selbstadjungiert. Dann sind die Wellenoperatoren 11 auf
D(0y) == {w cH| lim eftemiHoty, existiert}
t—to0
durch
Qi = lim ethe_iHOtw
t—=Fo0

definiert.

Es ist D(Q4) die Menge der aus- bzw. einlaufenden Asymptoten und das Bild der Wellenope-
ratoren ist die Menge derjenigen Vektoren, die sich asymptotisch gemi e 1Hot in die jeweilige
Zeitrichtung entwickeln.

Vektoren die freie Asymptoten in beiden Zeitrichtungen besitzen, also in Bild(Q_)NBild(£24)
liegen, nennt man Streuzustdinde.

Ein Hauptziel der mathematischen Streutheorie ist es zu zeigen, dass alle Zusténde in Hpp(H)*t
Streuzusténde sind.

6.2 Lemma. Die Raume D(Q4) und Bild(£24) sind abgeschlossen und die Abbilddungen
Qi : D(Qi) — Bild(Qi)

sind unitar.
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Beweis. Fur ¢ € D(Q4) gilt

[2u] = lim [t oty | = [l

womit Q4 isometrisch ist. Damit ist Q.+ insbesondere beschriankt und eindeutig auf D(21) zu
Q4 fortsetzbar. Sei nun ¢ € D(Q4+) und (¢,) eine Folge in D(24) mit 1, — 9. Dann gilt mit
e(t) := etflte=iHol " dags

le()y — Qerpll < fle®) — e(®)nll + le(®)tn — Qthnll + [Qxhn — Q¥
[ =¥l + le()¥n — Qutbnl| + |Qehn — Quy|| < €.
——

N~

< § fiir n groB genung < § fiir t gro genung < g fiir n groB genung

Also gilt ¢ € D(Q1) und somit ist D(£21) abgeschlossen. Die Isometrieeigenschaft von Q4 impli-
ziert, dass auch Bild€24 abgeschlossen ist. O

6.3 Bemerkung. Die “intertwining relation”

Wegen
lim ethe—iHot(e—iHosw) — e—iHS lim eiH(S-‘y—t)e—iHo(S-l-t)w
t—to0 t—+oo

gilt die intertwining relation

Qe Hosyy — o7 HsQ) o fiir alle 1) € D(Q4).
Insbesondere sind damit D(€+) und D(Q+)" invariant unter der freien Zeitentwicklung e~Hof,
und Bild(Q24) und Bild(24)" sind invariant unter der vollen Zeitentwicklung e 17t

Differenziert man die intertwining relation, so ergibt sich
Oy Hy=HQ4 auf D(Ho) N D(Qi) .

Damit sind die Operatoren

(HO)D(Qi),D(Qi)ﬂD(HO)> und (H

sy DD T Bﬂd(Qi))

unitar dquivalent.

6.4 Beispiel. Ist Hy = —A und H = Hy + V, dann wissen wir, dass Hy rein absolut-stetiges
Spektrum hat. Damit ist Bild(24) C Hac(H). Die Streuzusténde liegen also auf jeden Fall in
Hac(H).

6.5 Definition. Streuoperator oder die Streumatrix

Die Streumatrix bzw. der Streuoperator S ist auf
D(S) = { € D(Q) | Qv € Bild(2.)}

gegeben durch
S:=Q;'0_.

Die Streumatrix bildet also einlaufende auf auslaufende Asymptoten ab.

Es gilt offenbar, dass D(S) = D(Q2-) genau dann wenn Bild(Q_) C Bild(Q4) und Bild(S) =
D(€Q4) genau dann wenn Bild(4) C Bild(Q_). Weiterhin ist

S: D(S) — Bild(S)

unitar und es gilt
HySvy = SHyy auf D(Ho) N D(S) .

88



6.1 Wellenoperatoren und Streumatrix

Wir kommen nun zu einem einfachen Argument, mit dessen Hilfe man oft die Existenz der Wellen-
operatoren zeigen kann. Unter der Existenz der Wellenoperatoren versteht man im allgemeinen,
dass Hac(Ho) C D(Q24) gilt.

6.6 Lemma. von Cook
Sei D(Hy) C D(H) und ¢ € D(Hy). Falls

/OOO |(H — Ho)ePHoy|| dt < oo
gilt, so ist ¢ € D(24) und es gilt
(2 i)l < [ 10 =~ o) v
Beweis. Mit dem Hauptsatz gilt fiir ¢ € D(Hy), dass

t
elHteleotw — w + 1/ elHS(H _ Ho)eleosw ds.
0

Daraus folgen beide Behauptungen ganz leicht. O

6.7 Satz. Existenz der Wellenoperatoren fiir die Potentialstreuung

Sei Hy = —A und H = Hy + V mit V € L?(R3?). Dann existieren die Wellenoperatoren auf
D(Q4) = L*(R3).

Beweis. Nach dem Satz von Kato-Rellich ist H auf D(H) = D(Hj) selbstadjungiert. Weiterhin
gilt

|VeFiHol |2 = / V(@) (¥ Hlp) () P
RS

Um Cooks Lemma anwenden zu kénnen, miissen wir zeigen, dass dieser Ausdruck fiir ¢ €
D(Hp) = H?(R3) iiber das Zeitintervall [0, c0) intergrierbar ist.
Fiir ¢ € L'(R3) hatten wir

[[eFHotp|| o < ﬁWHLl

gezeigt, also

IV (s)l < ll(s)llo V]I 2 < (Qﬂlt)% [Pl V2 -

Also ist L' N H? € D(Q4). Da aber L' N H? dicht in L? liegt und D(§4) abgeschlossen ist, folgt
damit, dass D(04) = L?(R3) ist. O

6.8 Bemerkung. Fiir das Coulumb-Potential V' = %I fiir ¢ € R existieren die Wellenoperatoren
beziiglich Hy nicht, da es bei Unendlich zu langsam verschwindet.

6.9 Definition. Eigenschaften der Wellenoperatoren

Wir sagen, die Wellenoperatoren
(1) emistieren, falls Hae(Ho) C D(Q4),
(2) sind wvollstindig, falls sie existieren und Ha.(H) C Bild(24) gilt,

(3) sind asymptotisch vollstindig, falls sie existieren und Hac(H) = Bild(Q+) und Hye(H) = 0
gilt.
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6.10 Bemerkung. Fiir Hy = —A ist Existenz gleichbedeutend mit D(Q+) = L*(R%) und
Vollsténdigkeit gleichbedeutend mit Ha.(H) = Bild(Q24).

Falls die Wellenoperatoren vollstindig sind, gilt in diesem Fall, dass Q1 : H — Hac(H) unitér
sind, und, dass der Streuoperator

S:L*RY) - L*RY), S=07'Q_

unitér ist. Daran sieht man beispielsweise, dass sich die Energie bei der Streuung nicht &ndert,
also eine elastische Streuung vorliegt:

(Y—,Hoyp_) = (Sv_, SHop_) = (Y1, Hoy) .

Von nun an betrachten wir Schrédinger-Operatoren H = Hy+V mit Hy = —A. Unser Ziel ist es,
zumindest fiir kurzreichweitige Potentiale asymptotische Vollstindigkeit der Wellenoperatoren zu
zeigen.

Im ersten Schritt zerlegen wir den Hilbertraum in Unterrdume aus ein- bzw. auslaufenden Zustdnden.

6.11 Idee. Wir nennen eine Zustand ¢ € L*(R") aus- bzw. einlaufend, wenn fiir (t) = e 1Holy)
§ @), 2?0(t) = (W(1),i[Ho, Y (1)) = 2((t), DY (t)) > 0 baw. < 0 ist,
wobei der Dilatationsoperator durch
D=-%(z-Vy+Vy-2)=—iz- V-2
gegeben ist. Schreiben wir fiir den Impulsoperator p := —iV,, so ist
D=1%(z-p+p-z).

Man {iberlegt sich leicht, dass D auf seiner maximalen Doméne selbstadjungiert ist und die
Gruppe der Dilatationen erzeugt,

(7P (@) = e % (e ).
In Kugelkoordinaten (r,w) = (e?,w) hat die Dilatationgruppe die Form
(e Plp) (efw) = e~ F p(e?'w) .

Also ist e Pt ein Shift in p und es gilt D = —iV,. Die Fouriertransformation macht D dann zu
einem Multiplikationsoperator.

6.12 Definition. Mellintransformation

Seien
S : LQ(R",d"x) — LQ([O,oo),r"_ldr) ® LQ(S”_l,dw), P(x) = (SY)(r,w) = P(rw)

und
R: LZ([O, oo),r"_ldr) — L2(R, do), f(r)— (Rf)(o) := e%"f(eg).

Es sind S und R unitidr und mit der Fouriertransformation
F: L*(R,dp) — L*(R,d)\)
definieren schlielich die Mellintransformation durch
M LAR",d"z) — L*(R,d\) ® L2(S" 7 dw), M :=(F®id)(R®id)S.
Also ist

(M)A w) = \/Z—W/Re‘ig%(e@w)egg do = \/%/RT—iw(rw)rz‘—ldr.
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6.13 Proposition. Die Mellintransformierte M ist unitér und es gilt
Me—iDtM—l _ e—it>\
und daher M DM ™! = \. Insbesondere gilt somit

0(D) =04(D)=R und id=P;+ P_.

Beweis. Die Unitaritat folgt aus der Definition, da M Verkniipfung unitérer Abbildungen ist.
Die zweite Behauptung folgt durch Nachrechnen oder dem oben gesagten. Die Aussage iiber das
Spektrum des Multiplikationsoperators A ist bekannt. ]

Es liegt nun nahe, die Projektionen auf die ein- bzw. auslaufenden Zustédnde durch die spektralen
Projektionen

Py = X(0,400)(D)

zu definieren.

Betrachten wir zusitzlich noch Zustinde mit kinetischer Energie im Intervall [a?,b?], also mit
Geschwindigkeiten im Intervall [a, b], so erwarten wir, dass ejFiHotX[az,bg} (Hp) P11 sich mindestens
mit Geschwindigkeit a vom Ursprung weghewegt, also auflerhalb einer Kugel mit Radius a - ¢
lokalisiert ist.

6.14 Lemma. Sei f € C§° mit suppf C (a?,b?), fiir a,b > 0. Fiir jedes R € R und N € N gibt
es eine Konstante C' > oo so, dass fiir ¢t > 0

C

[PXtiei<aley (2)e ™" F (Ho) (o) D] < 7 pmw

Beweis. Der Beweis ist eine ldngliche Rechnung, welche die explizite Diagonalisierbarkeit von
D durch die Mellintransformation und von Hy durch die Fouriertransformation ausniitzt. Aus
Zeitgriinden iiberspringen wir diese. O

6.15 Korollar. Es gilt fiir jedes R € R, dass

BRE —iHpt —
s tilgloo X(£R,%o00) (D)e 0.

Beweis. Sei f € C§°(0,00). Wir zeigen zunéchst, dass

s 1im X(4R 4o0)(D)f(Ho)e 0" = 0.

t—Foo

Mit den Abkiirzungen Pp = X(+R,+oc)(D) und X = X{|z|<al¢[} (T) ist

1Pp f (Ho)e oty < [Ixe!™* f(Ho)* Pp|l|[4[| + |f (Ho) [l (id = x)]| -
Der erste Term geht fiir ¢ — Foo gegen Null wegen Lemma 6.14. Der zweite verschwindet wegen

s-lim¢ o0 X = id. Da die Vektoren von der Form f(Hy)i dicht liegen und da X (4 g +) (D)e~iHot
gleichméBig beschrénkt ist, bekommen wir die Behauptung mit dem {iblichen §-Argument. [
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6.2 Asymptotische Vollstandigkeit fiir kurzreichweitige Potentiale

6.16 Definition. Kurzreichweitige Potentiale

Ein Potential V : R™ — R heifit kurzreichweitig, falls es Hy-beschrankt mit relativer Schranke
kleiner eins ist und falls

hi(r) = |V (Ho = 2) " X{ja|>r (@)
oder

ha(r) = [[X(lezry (2)V (Ho — 2) 71|
fiir ein z € o(Hp) integrierbar ist.

In diesem Fall sind beide Funktionen fiir alle z € o(Hy) integrierbar. (Auf den nicht ganz offen-
sichtlichen Beweis verzichten wir wieder.)

6.17 Bemerkung. Hinreichendes Kriterium fiir Kurzreichweitigkeit
Falls |V (z)| < ﬁ, dann ist [ x{z/>r V| < ;5. Also ist V' kurzreichweitig, falls a > 1 ist (und es

Hy-beschrénkt ist mit relativer Schranke kleiner eins), d.h. das Coulomb-Potential ist genau der
Grenzfall.

6.18 Lemma. Fiir kurzreichweitige Potentiale ist die Differenz der Resolventen
(H—2)""=(Hy—2)""
kompakt.

Beweis. Der Operator
(H = 2)"'V(id = X{ja|zr}) (Ho — 2)

ist kompakt, da (id — x{jz/>1)(Ho — z) 7' kompakt und (H — 2)~'V beschrénkt ist. Die Kurz-
reichweitigkeit impliziert, dass dieser Operator zumindest entlang einer geeigneten Folge r; von
Radien in der Norm gegen

(H—2)""V(Hy—2)" ' = (H—2)"' = (Hy — 2)™*
konvergiert. O
6.19 Korollar. Fiir f € Cy ist f(H) — f(Ho) kompakt.
Beweis. Folgt zum Beispiel aus der Helffer-Sjostrand Formel. O
6.20 Bemerkung. Das essentielle Spektrum ist durch
Tess(A) = {\ € R|dim (Bild (x(x—¢,x42)(A))) = oo fiir alle ¢ > 0}
definiert. Es gilt (Beweis in den Ubungen!)
A € Oess(H) <= es gibt eine ONF 1), mit nh_)ngo |Hm — M)y || = 0.

6.21 Satz. Weyls Theorem
Seien A und B selbstadjungierte Operatoren. Falls

(A=2)7 = (B-2)"
fiir ein z € p(A) N p(B) kompakt ist, so gilt

Uess(A) = Uess(B) .
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6.2 Asymptotische Vollstdndigkeit fiir kurzreichweitige Potentiale

Beweis. Sei A € 0ess(A). Dann gibt es eine ONF (¢0,,) mit limy, o0 [|(A — A))y|| = 0. Dann gilt
aber auch

lim (A~ 2)7" = (A= 2)" el = Jim (A 2)7 (A= 2)7H(A = A =0.

n—oo
Damit folgt wiederum
Tim [[((B—2)7 = (A= 2) el =
Tim /(A4 —2)" = (A= 2) )l + lim (B —2)7" — (A= 2)7 )l =0,

wobei der zweite Term verschwindet, da (¢,) schwach gegen Null konvergiert und die Differenz
der Resolventen kompakt ist. Also ist fiir ¢, := (B — 2) 11,

i [[(B=N)dul = [A—2] I [|(A—2) " (B-X)(B—2)""ton]| = lim [[(B—2)" ~(A=2) ]| = 0.
Nun ist QZH zwar noch keine ONF, man kann aus 1Zn aber wegen

>0

N 1
Jim ] = o (1B = 2) "l = fim (A=) ol =

und der Invertierbarkeit von (B — 2)~! mit dem Gram-Schmidtschen Verfahren eine ONF ¢,
konstruieren, die ebenfalls lim,_,« ||[(B — A)¢y|| = 0 erfiillt. Damit ist A € gess(B). O

6.22 Korollar. Sei V' kurzreichweitig, dann gilt
Uess(H) = Uess(HO) = [O’ OO) .
6.23 Proposition. Fiir kurzreichweitige Potentiale existieren die Wellenoperatoren und es gilt

Oac(H) = [0, 00).

Beweis. Mit dem Kriterium von Cook miissen wir zeigen, dass
[VeFHoty| < |V(Ho + 1) [[(id — Xajy)e ™0 (Ho + id)y |
+ |V (Ho + 1) Xapy [l [[(Ho +id)y|

fiir v aus einer dichten Teilmenge integrierbar ist. Der zweite Term ist wegen der Annahme
der Kurzreichweitigkeit integrierbar. Der erste Term ist mit Lemma 6.14 zumindest fiir ¢ =
f(Ho)X(+R,+00)(D)g integrierbar. Da solche 1 dicht liegen, folgt die Existenz der Wellenopera-
toren. Damit haben wir [0,00) = 0ac(Ho) C 0ac(H). Andererseits ist oac(H) C 0ess(H) = [0, 00),
womit auch die Aussage iiber das absolutstetige Spektrum von H gezeigt ist. O

6.24 Lemma. Sei f € C§°(R), dann sind die Operatoren (id — 24 ) f(Hp) P+ kompakt.
Beweis. Wie im Beweis von Lemma 6.6 schreibt man

(H —2)7'(id — Qu)f(Ho)P = limi(H —2)7! /t sy e iHos f(H Y Py ds

—00 0

t
= lim i/ s (H — 2)7'WV(Hy — 2)"te 0% (Hy — 2) f(Hp) Py ds
0 */_/

t—o00

kom?)akt beschrankt

Mit der Zerlegung aus dem Beweis von Proposition 6.23 und Lemma 6.14 sieht man leicht, dass
das Integral in der Norm konvergiert. Damit ist (H —z) ™! (id— ) f (Ho) P+ als normkonvergenter
Limes kompakter Operatoren ebenfalls kompakt. Schliefllich gilt fur f(\) := (A — 2)f(A), dass

(id — Qi) f(Ho)Pr = (H—2)"'(id — Qu) f(Ho)Ps
+ ((Ho—2)"' = (H — 2)™") f(Ho)Px .

Der erste Summand ist nach dem zuvor Gesagten kompakt und der zweite mit Lemma 6.18. [
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6.25 Satz. Sei V kurzreichweitig, dann ist os.(H) = (). Weiterhin haben alle Eigenwerte ungleich
Null endliche Vielfachheit und op,,(H) hat keine Haufungspunkte in (0, 0o).

Beweis. Sei P = PpX(q)(H) die Projektion auf den singulérstetigen Teil von H mit 0 < a < b.
Wegen
Bild(24) C Hac(H)

ist PQL = 0. Also ist fiir f € C
Pf(Ho) = Pf(Ho)(Py + P-) = P(id — Qy)f(Ho)Py + P(id — Q_) f(Ho)P-

mit Lemma 6.24 kompakt. Da f(H) — f(Hp) kompakt ist, ist damit auch P f(H) kompakt. Fiir
f(A) = 1 auf (a,b) ist P = Pf, also muss P kompakt sein. Da P eine Projektion ist, also
Plgiiq(p) = id, muss das Bild von P endlichdimensional sein. Es besteht os.(H) N (a,b) somit
aus endlich vielen Punkten. Stetiges Spektrum kann aber per Definition nicht auf endlich vielen
Punken getragen werden, womit

osc(H) N (a,b) =0
folgt. Da wir a und b beliebig wihlen konnen, ergibt sich

osc(H) N (0,00) =0,

und wegen og.(H) C dess(H) = [0,00) muss os.(H) = () sein. Die Aussage iiber das Punktspek-
trum folgt analog, indem man Pjf durch P}’ ersetzt. O

6.26 Satz. von Enf3

Sei V' kurzreichweitig. Dann sind die Wellenoperatoren asymptotisch vollstindig.

Beweis. Es bleibt zu zeigen, dass jedes 1) € Hao(H) auch in BildQy liegt. Sei also ¢ € Hac(H)
mit ¢ = f(H)y fiir ein f € C§°((0,00)). Solche 1 liegen dicht in H,.(H). Nach Satz 5.36 geht
Y(t) := e Wl fiir t — 400 schwach gegen 0. Fiir

@+ (t) = f(Ho)Pei(t)

gilt also wegen
U(t) = + o+ (f(H) — f(Ho))v(t),
dass
lim [[6(t) — @4 (8) — - (D) = 0.

t—+oo

Mit Lemma 6.24 gilt weiterhin

lim [(id— Q4 )e ()] =0 und

lim ||
t—+oo t—+oo

(id — 2 )p_ ()] = 0.

Angenommen, ¢ € Bild(Q,)* (v € Bild(2_)+ geht analog), dann gilt

lel? = Jim ((e), () = lim (0(e), o+ (8) + o (1)

= lim (1), Qe (1) + Qo (1) = Jim (6(), Q¢ (1)),

da Bild(€24)" invariant unter H ist. Schlieflich folgt mit Korollar 6.15
[ = Jim (00,0 (1) = lim (PF(Ho)* @ (8), (t)
(P_f(Ho)*e o' Q" 4, 4(t)) = 0.

lim
t—o00

Also ist Hac(H) = BildQ2.. O
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