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Inhaltsverzeichnis
Prolog

Ziel dieser Vorlesung ist es, mathematische Methoden und Gebiete am Leitthema der klas-
sischen Mechanik kennenzulernen. Im Mittelpunkt stehen dabei die Differentialgeometrie
und die symplektische Geometrie, sowie Dynamische Systeme und Konzepte der Storungs-
theorie.

In der klassischen Mechanik beschreibt man die zeitliche Entwicklung von Systemen, deren
Zustand zum Zeitpunkt ¢ durch die Konfiguration z(t) beschrieben wird. Beispielsweise
ist in einem System aus N Punktteilchen im dreidimensionalen Raum die Konfiguration
x(t) = (21(t),...,2n(t)) € R der Vektor im Konfigurationsraum R3*Y den man aus
den N Ortsvektoren z,(t) der Teilchen erhélt. Im Allgemeinen wird x(t) ein Punkt in einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit M sein.

In der Newtonschen Formulierung erhélt man die moglichen Trajektorien ¢ +— z(t) im
Konfigurationsraum als Losungen der Newtonschen Bewegungsgleichung,

einer gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung. In dieser Notation ist @(t) =
da(t) und @(t) = %x(t). Die Funktion F' : TM x R — T(T'M) heifit Kraft und ist im
Allgemeinen eine Funktion der Konfiguration und ihrer zeitlichen Anderung, der Geschwin-
digkeit. Geometrisch bedeutet das, dass F' eine Funktion auf dem Tangentialbiindel T'M
an M ist. SchlieBlich bezeichnet m die Massenmatrix, den Proportionalitétsfaktor zwischen

Kraft F' und Beschleunigung #(t).

Inhalt dieser Vorlesung wird u.a. sein, die erwdhnten Begriffe mathematisch prézise zu
verstehen und eine geometrisch noch elegantere Formulierung der klassischen Mechanik,
die Hamiltonsche Mechanik, kennenzulernen und zu analysieren.

Bevor wir uns der Mathematik zuwenden, noch ein paar einleitende Beispiele aus der
Newtonschen Mechanik:

e Bewegung der Erde um die Sonne (idealisiert):

Die Sonne wird als Punktmasse M bei 0 € R? und die Erde als Punktmasse m am Ort
z(t) € R3 modelliert. Die Anziehungskraft wirkt in Richtung —z(t) und ist proportional
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Das ist eine autonome Differentialgleichung 2. Ordnung auf dem Konfigurationsraum R3 \
{0}. Als Anfangsdaten werden 2(0) = zo und #(0) = vy benotigt. Die zugehorigen Losungen
sind explizit bekannt (Keplerbahnen). Die sogenannte reduzierte Masse m := mM /(m+M)
taucht hier auf, da man eigentlich den Schwerpunkt aus System Erde + Sonne in den
Ursprung legt.

Wie wir sehen werden, haben die Differentialgleichungen der klassischen Mechanik eine
spezielle Struktur, insbesondere spielen Erhaltungsgrofien eine wichtige Rolle. Mit deren
Hilfe kann man weitreichende Informationen iiber Losungen erlangen, ohne die Gleichungen
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explizit zu 16sen. Auf dem Tangentialbiindel (R?\ {0}) x R? seien

2 GmM
||

1
E(z,v) = =mlv
2
die Gesamtenergie,
L(z,v) =muv X x
der Drehimpuls und
Gm*M?* z
m+ M |x|
der Lenzsche Vektor. Entlang der Losungen setzen wir E(t) := E(x(t),4(t)) und definieren
analog L(t) und F(t). Dann existieren die Losungen fiir alle Zeiten falls L(t) = L(0) # 0

und es gilt auch E(t) = E(0) und A(t) = A(0). Einer der zentralen Sétze der Vorlesung
zeigt, dass die “Untermannigfaltigkeiten” gegeben durch

A(x,v) =muv x L(xz,v) +

|L(z,v)|=|L(z0,v0)|
L.(z,v)=L:(z0,v0)

M = {(x,v) c (R*\ {0}) x R?

E(xvv):E(xO 7'U0) }

auf denen die Losungen also bleiben miissen, fiir E(t) = E(0) < 0 die Form von dreidi-
mensionalen Tori haben, und fiir £(¢) = £(0) > 0 diffeomorph zum R? sind.

e Bewegung auf der Erdoberfliche (idealisiert)

Die Erdoberfliche ist ndherungsweise eine Sphére. Bewegt
sich ein Korper auf der Erdoberfliche (ohne zu springen, zu
fliegen, Tunnel zu graben etc.) so ist die Konfigurationsraum
M = S? und die Momentangeschindigkeit v ist stets tan-
gential zur Erdoberfliche, d.h. v ist Element des Tangential-
raums an M an der aktuellen Konfiguration x, kurzv € T, M.

In diesem Beispiel werden die Mannigfaltigkeit M = S? und S Sl
die Tangentialrdume T, M besonders anschaulich sichtbar, da ‘
alles in den R3 eingebettet werden kann. Spiter werden wir

i.A. nicht einbetten.

e Starres Pendel (idealisiert)

Eine Masse m am Ort x(t) € R? sei durch einen masselosen Stab der Linge | mit dem
Ursprung verbunden. Man spricht von einer Zwangsbedingung |z(t)| = [.
Der Konfigurationsraum ist statt R? jetzt die eindimensionale Mannigfaltigkeit

M={xcR?||z| =1} =S".

Auf die Masse wirke die konstante Schwerkraft F' = —m ges = const. in Richtung —es.
Aufgrund der Zwangsbedingung wirkt aber nur der Anteil tangential an M also

mi(t) = Fj(z(t))
oder mit « € [0, 27)
mla(t) = —mgsina(t).

Die Losungen existieren wieder global.
Fixpunkte: «o(t) = 0 ist ein stabiler Fixpunkt, «(t) = 7 ist ein instabiler Fixpunkt.
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Das Phasenportrait konnen wir sofort zeichnen, wenn wir die Gleichung als System erster
Ordnung schreiben, also als Vektorfeld auf dem R?:
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Fixpunkte und das Phasenportrait spielen eine wichtige Rolle im qualitativen Versténdnis
der Losungen.

Diese Beispiele sollten lediglich einen Vorgeschmack fiir diejenigen Horer geben, die bisher
keinerlei Kontakt zur klassischen Mechanik hatten. Weiterhin motivieren sie zumindest ein
wenig, warum einerseits Erhaltungsgrofien (und die der Energieerhaltung zugrunde liegen-
de Hamiltonsche bzw. symplektische Struktur) eine wichtige Rolle spielen und andererseits
Mannigfaltigkeiten (z.B. S? oder S') als Konfigurationsriume auftauchen.

Abschlieffend noch ein paar Literaturvorschlige: Eher mathematische Biicher die beglei-
tend zur Vorlesung herangezogen werden konnen sind

e V. Arnold, Mathematical Methods of Classical Mechanics, Springer, Graduate Texts in
Mathematics,

e A. Knauf, Mathematische Physik: Klassische Mechanik, Springer-Lehrbuch Masterclass,
e W. Thirring, Lehrbuch der Mathematischen Physik, Band 1, Springer,

e R. Abraham, J.E. Marsden, Foundations of Mechanics, Addison-Wesley.

Im Stile der theoretischen Physik geschrieben sind

e F'. Scheck, Theoretische Physik 1, Springer,

e N. Straumann, Klassische Mechanik, Lecture Notes in Physics, Springer.

Aus den genannten Biichern habe ich bei der Erstellung dieses Skriptes vieles iibernommen,
ohne jeweils im einzelnen zu zitieren.

18.10.2016






1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

1.1 Mannigfaltigkeiten

Anschaulich gesprochen ist eine Mannigfal-
tigkeit ein topologischer Raum, der im ,,Klei-
nen“ aussieht wie der R”, global aber mogli-
cherweise eine andere Form (Topologie) hat.
Eine gekriimmte Flache wie im Bild ist bei-
spielsweise eine Mannigfaltigkeit.

Im Gegensatz zu meiner Vorlesung MaPhy 4 bzw. Analysis 3 betrachten wir im Folgenden
abstrakte Mannigfaltigkeiten und nicht nur Untermannigfaltigkeiten des R™.

Daraus ergeben sich zwei wesentliche Unterschiede:
e M ist nicht mehr in kanonischer Weise mit einer Topologie versehen. Zur Erinnerung:
M C R™ tragt die induzierte Topologie, auch Relativtopologie genannt.

e [iir eine Parametrisierung f : R¥ D U — M ist nicht klar, was Differenzierbarkeit
bedeuten soll, falls M ¢ R™.

1.1 Definition. Karten

Sei M ein topologischer Raum. Eine Karte auf M ist ein Tupel (V@) bestehend aus einer
offenen Menge V' C M und einem Hom&omorphismus ¢ : V' — (V) C R" auf eine offene
Teilmenge (V') des R™.

Zwei Karten (V1, 1) und (Va, o) auf M
heiflen vertriglich, falls V; NV, = 0,
oder falls die sinngeméf} eingeschréankte
Abbildung ¢; o p,* ein Diffeomorphis-
mus zwischen offenen Gebieten des R”
ist.

Die Abbildungen ¢; o ;" bzw. 3 o
¢ " heiBen Kartenwechsel oder Uber-
gangsfunktionen.

4
Y

1.2 Definition. Atlas

Ein Atlas ist eine Menge von paarweise vertréglichen Karten (V;, ;) in den R”, die M
iiberdecken, d.h. M = U;V}.

Zwei Atlanten heifflen dquivalent, falls je zwei Karten vertraglich sind.
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Aquivalenz von Atlanten ist eine Aquivalenzrelation.

1.3 Definition. Differenzierbare Mannigfaltigkeit

Ein topologischer Hausdorffraum M zusammen mit einer Aquivalenzklasse von Atlanten
von M heifit differenzierbare Mannigfaltigkeit. Die Dimension dimM der Mannig-
faltigkeit ist gleich der Dimension n des Bildraums R™ der Karten.

1.4 Erinnerung. Topologischer Raum

Ein topologischer Raum ist ein Paar (M, O), bestehend aus einer Menge M und einer
Menge O von Teilmengen von M (genannt ,offene Mengen®) derart, dass

(i) @ und M offen sind,
(ii) beliebige Vereinigungen offener Mengen wieder offen sind,
(iii) der Durchschnitt von je zwei offenen Mengen wieder offen ist.

Ein topologischer Raum (M, Q) heifit Hausdorff, falls O Punkte in M trennt, d.h. fiir
x,y € M mit x # y existieren offene Mengen U,V €e Omit z e U, y € V und UNV = ().

1.5 Beispiele. (a) Der R", offene Teilmengen des R™ und die Untermannigfaltigkeiten
des R™ aus MaPhy 4 bzw. Analysis 3 sind differenzierbare Mannigfaltigkeiten.

(b) Beachte, dass wir in Definition von einer Einbettung der Mannigfaltigkeit vollig
abgesehen haben. Beispielsweise ist R/Z ein topologischer Raum und wird mit den
Karten

Y1 = Id’(*%é) und Y2 = Id‘(OJ)

zu einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit, welche diffeomorph zur Kreislinie S ist.
Sie erbt zwar die Topologie von R, 1a8t sich aber nicht in R einbetten, sondern nur
in R2.

(c) Die n? Elemente einer n x n-Matrix definieren einen Punkt in R". So lassen sich die
n x n-Matrizen mit R identifizieren und iibernechmen dessen Struktur als Mannig-
faltigkeit.

Die invertierbaren Matrizen A, also detA # 0, bilden als offene Teilmenge eine Un-
termannigfaltigkeit, die Gruppe GL(n).

™ M\ (9,0)
(d) M = {z € R?*||z;| = |72|} mit der Re- \

lativtopologie ist keine Mannigfaltigkeit, /
da jede Umgebung von (0,0) € M ohne
diesen Punkt in vier statt in zwei Kom- / \
ponenten zerfallt.
Deshalb kann keine Umgebung von (0, 0) homéomorph auf ein offenes Intervall abge-
bildet werden, da die Zahl der Zusammenhangskomponenten unter Homéomorphis-
men invariant bleibt.

(e) Die Forderung an die Topologie auf M Hausdorff zu sein ist nicht redundant, d.h. sie

folgt nicht automatisch aus der lokalen Hom6omorphie zu R™.
Beispiel: Sei M = (R\ {0}) U {p1} U{pa} versehen mit den Karten
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x falls z j
; t R\{0}U{p,;} = R, ¢j(x)= { 0 falls i g

Dann sind die Kartenwechsel 1 0 05! = pp0 ;! = Id|g\ 0} zwar Diffeomorphismen,
aber die induzierte Topologie ist nicht Hausdorff: {p;} und {p,} haben keine dis-
junkten Umgebungen, da je zwei Umgebungen von 0 € R auch noch weitere Punkte
gemeinsam haben.

(f) Man kann aus zwei Mannigfaltigkeiten M; und M, die Produktmannigfaltigkeit
M, x My bilden. Dazu stattet man das kartesische Produkt M; x M, zunéchst mit der
Produkttopologie aus und iiberdeckt es dann mit Produktkarten der Form (V3, 1) X

(‘/2a902) = (‘/1 X Va, (9017‘;02))'

1.6 Bemerkung. (a) Statt Karte sagt man auch oft lokales Koordinatensystem. Die
Inverse ¢~ ! wird auch als Parametrisierung bezeichnet.

(b) Dass M durch eine Aquivalenzklasse von Atlanten und nicht durch einen bestimmten
Atlas definiert ist, stellt eine mathematische Formulierung der ,allgemeinen Kovari-
anz“ dar: jedes taugliche Koordinatensystem ist gleichberechtigt.

(c) Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit hat zunéchst noch keine metrische Struktur.
Abstédnde zwischen Punkten, auch innerhalb eines Kartengebiets, sind noch nicht
definiert.

1.7 Definition. Differenzierbare Abbildungen, Immersion, Submersion

Seien M; und Ms Mannigfaltigkeiten mit dimM; = n; und dimM; = ne.

(a) Eine stetige Abbildung f : M; — M, heiit p-mal differenzierbar, falls fiir jede
Karte ; eines Atlas von M; und fiir jede Karte g eines Atlas von My die Abbildung

po0 fo <p1_1 :R™ D (Vl N f_l(VQ)) — R™

p-mal stetig differenzierbar ist. Wir schreiben dann f € CP(My, M).

(b) f : My — M, heifit Immersion oder immersiv, falls f € C! ist, ny < ny und
RangD(ps 0 f o o) = n, fiir alle Karten (spéter: falls Tf injektiv)
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(c) f: My — M, heit Submersion oder submersiv, falls f € C! ist, ny > ny und
RangD(ps 0 f o o7 ') = ny fiir alle Karten (spéter: falls Tf surjektiv).

Untermannigfaltigkeiten kénnen wir nun wie in MaPhy 4 bzw. Analysis 3 definieren.

1.8 Definition. Untermannigfaltigkeit

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann heilit N C M eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit, wenn eine der drei folgenden dquivalenten Situationen vorliegt:

(a) Zu jedem Punkt z € N existieren eine offene Umgebung V' C N von z, ein Gebiet
U C R* und eine immersiver Homdomorphismus

f:U—=V.

(= regulérer Parametrisierung aus MaPhy 4 bzw. Analysis 3)

(b) Zu jedem Punkt x € N existieren eine offene Umgebung V' C M von x und eine
Submersion F : V — R" ¥ so, dass

NNV ={yeV|F(y) =0}.
(¢) Zu jedem x € N existiert eine Karte (V, ) mit

o) = (q1,-- @, 0,...,0) firalley e NNV.
k

(Vgl. Lemma zum ,,Glattbiigeln“ aus MaPhy 4 bzw. Analysis 3.)

1.9 Bemerkung. Die Karten aus Definition [1.§(c) machen eine k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit N selbst wieder zu einer k-dimensionalen Mannigfaltigkeit, indem man
die letzten n — kK Komponenten weglésst.

1.10 Beispiel. Sei M = R? dann ist N = {z € A%

M |z = |x1|} keine Untermannigfaltigkeit, kann aber N
mit einer Mannigfaltigkeitsstruktur versehen werden.
Z.B. macht der Atlas (V = N, ¢ : (x1,22) — x71) die
Menge N zu einer Mannigfaltigkeit, welche diffeomorph
zu R ist.

N

1.11 Definition. CP-Diffeomorphismus

Ein CP-Diffeomorphismus f zweier Mannigfaltigkeiten M; und M; ist eine Bijektion
f: M, — M,, fiir die f € CP und f~! € CP sind. Wenn wir von einem Diffeomorphismus
sprechen, ohne p zu spezifizieren, ist immer p > 1 gemeint.

1.12 Beispiel. Jede Karte (V] ¢) ist ein Diffeomorphismus der Untermannigfaltigkeit V' C
M auf (V) C R™

1.13 Bemerkung. In den Ubungen wird gezeigt: Zwei Mannigfaltigkeitsstrukturen iiber
demselben topologischen Raum M koénnen diffeomorph aber trotzdem verschieden sein. Sie
sind genau dann gleich, wenn die Identitdt auf M ein Diffeomorphismus ist.

20.10.2016
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Im Folgenden mochten wir auch Rénder zulassen. Anschaulich ist klar, dass der Rand einer
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit, falls er glatt ist, selbst eine Mannigfaltigkeit der Dimen-
sion n — 1 ist. Das wollen wir nun prézisieren, indem wir berandete Mannigfaltigkeiten
definieren.

1.14 Definition. Randkarte TR"‘ A TR“

Seien +

R? :={z € R"|z; >0} und OR} ={z e R"|z; =0}. %u—

Es heiit U C R? offen bzgl. der Relativtopologie, wenn es g N

~ ~ 4

ein offenes ' C R" mit U = U NR" gibt. Eine Abbildung ) |

f U — R™ heiit differenzierbar, falls es ein offenes / ‘ /

U C R” und ein differenzierbares f : U — R™ gibt, mit a h

f |U - “
Nl

Eine Randkarte fiir einen topologischen Raum M ist ein
Tupel (V, ) bestehend aus einer offenen Menge V' C M und
einem Hombomorphismus ¢ : V — (V) C RY.

1.15 Definition. Mannigfaltigkeit mit Rand

Sei M ein topologischer Hausdorffraum. Die Struktur einer berandeten Mannigfaltig-
keit auf M wird durch eine Uberdeckung (V;, ¢;) aus Randkarten gegeben, die wieder im
Sinne von Definition [I.1] vertréaglich sind.

Der Rand von M ist
U ©; ! )N OR" )

>
2
*

’ <
-
K“?(V))i—‘?(v) SH

1.16 Beispiele. (a) Das abgeschlossene Intervall M = [a,b] ist mit den Karten V; =
[a,b), o1 : x+— x—a,und V4 = (a,b], ¢3 : © — b— x, eine berandete Mannigfaltigkeit
mit Rand oM = {a} U {b}.

”n xz

(b) Das abgeschlossene Einheitsquadrat M =
{z € R?||z1| < 1,]zs] < 1} ist keine
Untermannigfaltigkeit mit Rand, da M
Ecken hat. Das Innere von M ist als of- M| %
fene Teilmenge von R? aber eine (Unter-)
Mannigfaltigkeit.

~
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1.17 Bemerkung. (a) Der Rand OM einer Mannigfaltigkeit ist vom topologischen Rand,
welcher von der Einbettung abhéngt, zu unterscheiden. So ist der topologische Rand
von OR"} C R" gleich OR"}, als Mannigfaltigkeit ist OR" aber randlos.

(b) Eine berandete Mannigfaltigkeit muss nicht kompakt sein (z.B. M = (0, 1]) und eine
kompakte Mannigfaltigkeit muss keinen Rand haben (z.B. S').

1.18 Folgerung. M\OM und OM sind Mannigfaltigkeiten ohne Rand mit dimM\OM = n
und dimoM =n — 1.

Beweis. Sei (Vi,¢;) mit ¢; : V; — R” ein Atlas fiir die berandete Mannigfaltigkeit M.
Dann ist

(Vi N (M \ OM), eilvinanan))
ein Atlas fiir M \ OM. Fiir OM setze U; = V;NOM und @; : U; — IR = R @ = ¢4,
Dann ist (U;, @;) ein Atlas fiir OM. O

1.2 Das Tangentialbiindel

Wiéhrend man sich bei Untermannigfaltigkeiten des R™ den Tangentialraum in einem Punkt
x € M noch als in = tangential angehefteten Unterraum vorstellen kann (und sollte),
liefert diese Vorstellung bei abstrakten Mannigfaltigkeiten keine Definition mehr. Man kann
aber immer noch Tangentialvektoren als Aquivalenzklassen von Kurven durch einen Punkt
definieren.

Es bezeichne C, die Menge der C*-Kurven ¢ : I — M mit 0 € I C R offen und ¢(0) = .

1.19 Definition. Tangentialvektoren und der Tangentialraum

(a) Ein Tangentialvektor v an eine Mannigfaltigkeit M im Punkt 2 € M ist eine Aqui-
valenzklasse [c], von Kurven ¢ € C,, wobei zwei Kurven ¢; und ¢, in C, dquivalent
heiBen, falls in einer (und somit in jeder) Karte (V, ¢) mit € V' gilt:

Slpoe)n] = Slpoe)d)

n

M T 124
—_— //‘_\/
1T

o
ot (Yec) It=a

I~ R

¥ o ) 7

(b) Die Menge T, M der Tangentialvektoren an M in z heifit der Tangentialraum an
M in z. Fiir jede Karte (V, ¢) mit = € V ist die Abbildung

d
To:TM =R, [de = —(poc)(t)

t=0

10
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eine Bijektion. Die durch Ty auf T, M induzierte Vektorraumstruktur ist unabhéngig
von ¢ und macht T, M somit in natiirlicher Weise zu einem reellen Vektorraum mit
dim7, M = dimM. (Beweis in den Ubungen)

1.20 Bemerkung. (a) Jede Karte (V,¢) fiir M mit x € V liefert einen Vektorraum-
[somorphismus von T, M und R". Es hat v € T,, M beziiglich ¢ die Komponenten v;
definiert durch

d n
F(Poc)Bli=o = ;viei,

wobei (e;) die kanonischen Basisvektoren des R™ bezeichnen. Die Komponenten v;

héngen natiirlich von der Karte ¢ ab.

(b) Daesin M kein ausgezeichnetes Koordinatensystem (also keine ausgezeichnete Karte)
gibt, gibt es in T, M auch keine ausgezeichnete Basis und daher auch kein natiirliches
Skalarprodukt.

1.21 Definition. Tangentialbiindel

Das Tangentialbiindel 7'M von M ist die Ver-
einigung der Tangentialriume, genauer TN

T™ = | J ({2} x T.M) .

xeM (XJ V)

Wir schreiben Punkte in T'M als Tupel (z,v)
mit + € M und v € T,M. Die Projek-

tion der Tangentialvektoren in T,M auf ih- ) 7 M
ren FuBpunkt z wird mit m, : TM — M /\/
bezeichnet. Der Tangentialraum 7} ({z}) = X

{z} x T,M heifit Faser iber z € M.

1.22 Beispiel. Fir M C R” offen konnen wir T'M in natiirlicher Weise mit M x R”
identifizieren. Da M x R" als Untermannigfaltigkeit von R?*" eine Mannigfaltigkeit ist,
kénnen wir 7'M in diesem Fall in natiirlicher Weise mit der Struktur einer Mannigfaltigkeit
versehen.

1.23 Definition. Die Tangentialabbildung
Sei f € C'(My, M,). Die Tangentialabbildung

Tf : TM1 — TM2

bildet den Punkt (z,[c],) € TM; auf den Punkt (f(z),[f o c]fw) € TM, ab, also in
Kurzform

Tf(cs) = [fodsw)-

“4 Hz !0:

11
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Bemerkung: Es ist klar, dass f Kurven ¢ in M; auf Kurven f o ¢ in M, abbildet. Man
iiberlegt sich leicht (Ubungen), dass dquivalente Kurven durch € M, auf dquivalente
Kurven durch f(z) € M, abgebildet werden und, dass T'f als Abbildung von T, M; nach
T2y Mo linear ist.

1.24 Bemerkung. Tangentialraum einer Untermannigfaltigkeit

Ist N Untermannigfaltigkeit von M, so ist T, N Unterraum von 7, M. Die Elemente von
T, N entsprechen den Aquivalenzklassen von Kurven in M, die Vertreter ganz in N haben.

Ist N lokal durch eine Immersion f (vgl. Definition (a)) gegeben, so ist T,N =
BildT'f|r,_,, v. Ist N lokal durch eine Submersion I (vgl. Definition (b)) gegeben,

soist T,N = Kern T'F|r, .

1.25 Definition. Das Tangentialbiindel als Mannigfaltigkeit

Wir versehen das Tangentialbiindel 7'M mit der Struktur einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit der Dimension 2n, indem wir es mit dem natiirlichen Atlas iiberdecken: Sei
A = (Vi, ;) ein Atlas von M, dann ist

TA:=(TV;,Ty:)

ein Atlas von T'M . In diesem Fall wird die Topologie auf T'M durch die Karten T'y; definiert.

1.26 Bemerkung. Das Tangentialbiindel an die Mannigfaltigkeit entspricht in der klas-
sischen Mechanik dem Orts-Geschwindigkeits-Raum, d.h. ein Punkt p € TM, p = (z,v)
liefert ein Tupel aus Ort x = my,p und Geschwindigkeit v € T, M. Spéater werden wir sehen,
dass die Lagrangefunktion der klassischen Mechanik auf dem Tangentialbiindel lebt.

1.27 Bemerkung. Lokal ist T'M diffeomorph zu M x R", denn jede Biindelkarte liefert
ja einen solchen lokalen Diffeomorphismus:

T : TM D TV; = Toi(TV) = ¢i(Vi) x R* € TR™.

Global muss T'M nicht diffeomorph zu M x R"™ sein.

1.28 Definition. Parallelisierbarkeit

Gibt es einen Diffeomorphismus ¢ : TM — M x R" so, dass ¢|r,n : T M — {x} x R"
fiir alle x € M ein Vektorraum-Isomorphismus ist, so nennt man M parallelisierbar bzw.
T'M trivialisierbar, denn dann lassen sich die Tangentialrdume an verschiedenen Punkten
identifizieren:

T.M & {a}xR" & {y}xR" & T,M.

Diese Identifizierung ist aber nicht kanonisch, sondern héingt von der Wahl der Trivialisie-
rung ¢ ab.

1.29 Bemerkung. Kettenregel
Fiir differenzierbare Abbildungen f : M; — M und g : My — Mj3 gilt die Kettenregel

T(gof)=TgoTf.

Beweis. T(go f)([cls) = [go foclgory =Tg([f o)) =Tg(Tf([c]2))- O
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1.3 Tangentialvektoren als Derivationen

1.30 Definition. Vektorfelder

Eine CP-Abbildung X : M — T'M mit 7y, 0 X = id); heifit CP-Vektorfeld und die Menge
der C*>°-Vektorfelder bezeichnen wir mit 7 (M).

Ein Vektorfeld ist also eine Abbildung, die an jedem Punkt der Mannigfaltigkeit einen
Tangentialvektor auswéhlt.

Der Sinn der Notation 73 (M) wird spéter klar werden. Ein erster Hinweis sei, dass man
in der Physik auch von 1-fach kontravarianten Tensoren spricht.

1.31 Bemerkung. Die Forderung my; o X = id); bedeutet in einer Biindelkarte von T'M,
dass X : z — (x,v(x)). Oft erwdhnt man deshalb nur den Vektoranteil v(z).

1.32 Bemerkung. 7'M ist genau dann parallelisierbar (d.h. trivialisierbar), wenn es n
C'-Vektorfelder Xy, ..., X,, gibt, so dass (X;(z),..., Xp(x)) fiir jedes 2 € M eine Basis
von T, M ist. (Beweis in den Ubungen).

1.33 Definition. Der Push-Forward

Ein Diffeomorphismus ® : M; — M, erlaubt es, Vektorfelder auf M; auf Vektorfelder auf
My abzubilden. Die Abbildung

O, T (M) = T (M), X, X=TdoXod "

heifit der Push-Forward und 148t sich durch folgendes Diagramm leicht verstehen:

TM, 2T M,

N

My~ M,

q>71

1.3 Tangentialvektoren als Derivationen

Gegeben einen Tangentialvektor v € T, M am Punkt x € M, so kann man die Richtungs-
ableitung einer Funktion f € C'(M,R) =: C*(M) am Punkt z durch

o)) = S o) (Dl
definieren, wobei ¢, eine v definierende Kurve ist. Dies ist nichts anderes als die Anwendung
der Tangentialabbildung von f
Tf: TM — TR
(z,0) = (f(2),v(f)(2))
in der natiirlichen Karte (R x R,id) fiir TR.
In einer Karte (V, ) fir M mit z € V und ¢ := ¢(x) ergibt sich

W@ = S(Foe) Bl = T (fog™ o poe) Dlo

— ZM(q) %(oncv)z(()) — Zwvl(gpfl(q))

i=1 04 i=1 94;

_ ;w*(q»%ﬂw@».

13



1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

In diesem Sinne kénnen wir also Tangentialvektoren als Differentialoperatoren erster Ord-

nung auffassen, und jede Karte (V,¢) liefert fiir z € V eine Basis <a%1, ) B > des

Tangentialraums T, M, die so genannte natiirliche Basis, beziiglich derer v € T, M die

Darstellung
= 0
v(x) = 5 vz(x)a

=1

hat. Setzt man ¥; := v; o ¢! und f = f oy ! soist die Wirkung von v auf Funktionen
f € CYM) in dieser Karte durch

n

o 0) = Yoo 7@

=1

gegeben. In der Praxis verwendet man oft die verkiirzte Notation

v(f)(g) = vilg) 5] @:

i=1

in welcher der Diffeomorphismus ¢ nicht mehr explizit gemacht wird.

1.34 Definition. Lie-Ableitung einer Funktion

Sei X € 7;'(M) ein Vektorfeld, dann heifit die Abbildung Ly : C*(M) — C°(M) mit
f Lx(Ny) = Xy (/)ly) = [oTfoX

die Lie-Ableitung von f bzgl. X. Hier ist / : TR = R x R — R die Projektion auf den
zweiten Faktor. Im Kartenbereich einer Karte (V) ) mit X (m) = (z,v(z)) gilt wieder

Lx(f Z uilg 0(17,

Die Lie-Ableitung einer Funktion f in Richtung eines Vektorfeldes X ist also diejenige
Funktion, die man erhélt, indem man an jedem Punkt der Mannigfaltigkeit die Richtungs-
ableitung von f in Richtung X bildet.

1.35 Proposition. Eigenschaften der Lie-Ableitung

Die Lie-Ableitung hat die folgenden Eigenschaften:
(a) Lx(f+g)=Lx(f) +Lx(9) Vf.g€C (M)
(b) Lx(f-g9)= fLx(g)+gLx(f) Vf,geCYM)
(¢) Lax+ay(f) = aLx(f) + BLy(f) Vf.a,p € CHM)

Beweis. Ubungen. [

1.36 Bemerkung. Derivationen
Eine Abbildung L : C*°(M) — C*°(M) mit den Eigenschaften
(i) L(af +g)=aLf+ Lg
(i) L(f-g9) = fLg+gLf
fir alle f,g € C®°(M) und a € R heifit Derivation. Jede Derivation L bestimmt ein

eindeutiges Vektorfeld X € T (M) mit L = Lx. Man kann Tangentialvektoren deshalb
auch als Derivationen statt als Aquivalenzklassen von Kurven definieren.

14



1.4 Fliisse auf Mannigfaltigkeiten

1.37 Bemerkung. Sei ® : M; — M, ein Diffeomorphismus, f € C*(M;) und X €
T (M;y). Da das Diagramm

Tf

TM, L2 TM, TR
XT T@*X
M, _® M,

nach Definition von ®,X kommutativ ist, folgt
Lx(fo®) = [oT(fod®)oX=T0TfoTPoX=]0Tfod,Xod
= Lo,x(f)o®.

d.h. das Diagramm
My —=~ M,

L
Lx(f& i 3. x(f)

R

kommutiert ebenfalls; vgl. auch folgende Skizze.

M.

N

1.4 Fliisse auf Mannigfaltigkeiten

03.11.2016

Genau wie die Vektorfelder auf R" definieren auch Vektorfelder auf Mannigfaltigkeiten
zugehorige Differentialgleichungen:

Sei I C R ein offenes Intervall und u : I — M eine glatte Kurve in M. An jedem Punkt
u(t) € M hat u den Tangentialvektor

u(t) = [u(- + t)]u(t) = (Tuoe)(t) € TunyM ,
wobei e : [ — T, t+ (t,1) das Einheitsvektorfeld auf I ist.

1.38 Definition. Eine Kurve v € C'(I, M) heifit Integralkurve an das Vektorfeld X &
TL(M), falls auf I gilt

uw = Tuoe = Xou. ()

Im Diagramm sieht das so aus:

TI - T)M

15



1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

In einer Karte ¢ mit

U1(t) q1 q1 Ul(Q)
pou:tr : und P X : — : , :
Uy, (1) n In vn(q)

hat (%) die iibliche Form (man wende auf beiden Seiten T'¢ an)

aj(t):vj(ul(t),...,un(t)) ,jzl,...,n,

einer Differentialgleichung erster Ordnung auf dem R™. D.h. wir kénnen zumindest lokal
die Theorie aus dem R" iibertragen.

1.39 Erinnerung. Sei
X:R"DOU—-R"
ein Vektorfeld auf dem R™. Dann gelten folgende Implikationen:
(a) Ist X stetig, so existieren lokale Losungen (Satz von Peano).
(b) Ist X lokal Lipschitz-stetig, so sind die Losungen eindeutig (Satz von Picard-Lindelf).
(c) Ist X in CP(U,R") so ist die Losung u : (t,z9) — u(t, zo) eine p-mal differenzierbare
Funktion der Anfangsdaten, d.h. u(t,-) € C?(U) fiir alle ¢ im Existenzintervall.

1.40 Satz. Existenz, Eindeutigkeit und Differenzierbarkeit lokaler Losungen

Sei X € T,H(M) ein C*-Vektorfeld auf M. Fiir alle z € M \ M existieren dann ein £ > 0,
eine Umgebung U von z und eine eindeutige Abbildung

b:(—c,e)xU — M
(t,x0) +— P(t,z0) =: ult,zo),

so, dass
(a) fir jedes zg € U ist t — u(t, xy) eine Integralkurve von X durch zg, also @ = X ou
und u(0, zg) = o,
und
(b) fiir jedes t € (—¢,¢) ist &, : U — M, zg — Py(z0) := P(t,20) ein Diffeomorphismus
von U auf eine offene Teilmenge von M .

Beweis. Die Aussagen folgen sofort aus den entsprechenden Resultaten auf dem R™ wenn
man sich auf eine Karte (V,¢) mit € V' einschréinkt.

Teil (a) wurde in MaPhy 3 bzw. Analysis 2 fiir den R” bewiesen.

Teil (b) ist selbst fiir den R™ etwas aufwendig und wir skizzieren das Argument hier nur: Die
Bijektivitdt von @, : U — ®,(U) folgt aus der Eindeutigkeit der Losung, die Stetigkeit kann
man z.B. zeigen, indem man die Picard-Lindelof-Kontraktion auf C([—4, 6] x U) durchfiihrt.
Differenzierbarkeit ist aufwendig: man zeigt direkt Konvergenz des Differenzquotienten und
verwendet das Lemma von Gronwall.

Um schlieflich zu zeigen, dass ®; ein Diffeomorphismus ist, verwendet man den Umkehrsatz.

Man muss also zeigen, dass det D®; £ 0 oder dquivalent, dass %, 7 =1,...,n, linear
0j

unabhéngig sind. Differentiation von u(t, o) = X (u(t, x¢)) liefert

% <iu(t,x0)) = DX (u(t,xg)) - 88 u(t, o)

8!E0j ZL‘()j
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1.4 Fliisse auf Mannigfaltigkeiten

Also losen die %(t), j =1,...,n,alle dieselbe lineare Differentialgleichung. Da %(0, x9) =
] 7
920 — o fiir ¢ = 0 linear unabhéngig sind, sind sie es fiir alle Zeiten. O
(o) J gig )
7

Nun kann man genau wie im Fall von M C R" offen auch fiir allgemeine Mannigfaltigkeiten
M die eindeutige Existenz einer maximalen Losung zeigen, welche notwendigerweise jedes
Kompaktum verlassen muss.

1.41 Satz. Existenz und Verhalten maximaler Losungen
Sei X € TH(M).

(a) Dann existiert zu jedem xy € M \ OM eine eindeutige maximale Losung w : I, — M
von @ = X owu mit I, C R ein offenes Intervall und «(0) = xy. Die Menge D :=
{(t,z9) € Rx M|t € I} ist offen und ®* : D — M, (t,z9) — u(t,xo) heiBt der
maximale Fluss.

(b) Sei zg € M und I,, = (t (x¢),t" (o)) mit t*(z9) < 0. Sei K C M \ OM ein
Kompaktum. Dann gibt es ein 0 < 7 < t1 () so, dass

u(t,mg) € K fiiralle te (r,t1(z0)).

1.42 Bemerkung. Existiert die Losung nicht fiir alle Zeiten, so verldsst sie zumindest
jedes Kompaktum. D.h. sie lduft entweder in endlicher Zeit nach Unendlich oder sie trifft
den Rand von M.

1.43 Definition. Globale Fliisse und vollstéindige Vektorfelder

Ist I, = R fiir alle 7y € M, ist also ® : M — M fiir alle ¢t € R ein Diffeomorphismus, so
nennt man ®;X einen globalen Fluss und X € 7;'(M) vollstéindig. Es gilt dann offenbar

X X _ 75X
q)tl o ®t2 - ®t1+t2 ) (*)

die ®;* bilden also eine einparametrige Gruppe von Diffeomorphismen. Gilt (*) nur fiir
geniigend kleine Umgebungen jedes Punktes und geniigend kurze Zeiten, so heifit ® ein
lokaler Fluss.

1.44 Korollar. (zu Satz|1.41)) Sei M kompakt und ohne Rand und X € 7;'(M). Dann ist
®;X ein globaler Fluss und X ist vollstéindig.

1.45 Beispiel. Konstantes Vektorfeld auf R"

Sei M =R", L:(q1,---,q) — ((q1,---,an),(1,0,0,...,0)). Dann ist ®* ein globaler Fluss
gegeben durch die lineare Stromung

(I)L<t7q) = (Q1 +tuq27"'7Qn) .

Wie bereits in der Einleitung angedeutet, hat jeder Fluss ®~ lokal in geeigneten Koordi-
naten die Form der linearen Stromung, aufler an den Fixpunkten, wo X = 0 ist.
1.46 Satz. Normalform des Flusses auflerhalb der kritischen Punkte

Sei X € 7¢(M) und x € M mit X (z) # (z,0). Dann existiert eine Karte (V,¢) mit x € V
so, dass

e X =L fiiralle g € (V).
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1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

Insbesondere ist
oF =g lodrop

lokaler Fluss von X. Denn fiir jedes feste z9 € V ist die Abbildung ®2 : I,, — M eine
Integralkurve an X,

d X X -1 L
ECI)QJO = T 0ce=Tp  oTdP, o€
= Ty 'oLo®l =Xop 'odl =Xod)

xo ?

wobei wir L = p,X =TpoXop ' und @3 = ¢ 'o®L = 'odl verwendet haben.

Beweis. Da X(z) # (z,0), gibt es eine Kar-
te (V1,) mit ¢(z) =0 € R” und ¢, X (0) =
(1,0,...,0). Da ¢, X € T ((V1)) stetig ist,
gibt es eine offene, relativ kompakte Umge-
bung U, C ¥(V}) von 0 so, dass auf ihr die
erste Komponente des Bildes von X grofler
als 1 ist, also (¢.X)1(q) > 3 fiir alle g € Us.

:L\: \ A42,---,4n

Strategie: Interpoliere die Vektorfelder 1, X auf U C U, und L auf Uj zu L auf ganz R".
Zeige dann, dass L und L diffeomorph sind, es also einen Diffeomorphismus €2 : R" — R
gibt mit 2,L = L. Dann ist ¢ = €2 0 ¢ die gewiinschte Karte, da ¢, X = Q¢ X = L auf

V=4 Y(U).
Sei U C U, offen mit 0 € U und f € C*°(R"™) mit

|1 falls qeU
f(q)_{() falls ¢ € Us

und 0 < f(q) < 1. Dann definieren wir das interpolierende Vektorfeld durch
L= fo.X+(-f)LeTARY.

Es erfiillt L eine globale Lipschitzbedingung und der zugehérige Fluss @f existiert global.
Wir zeigen nun, dass

Q= lim %, o or
—00
existiert und ein Diffeomorphismus ist, der
Q.L=1L

erfullt.

Da (@ti(q))l >q1+ %t, verlésst jede Integralkurve nach endlicher Zeit Us. Auf kompakten
Mengen K C R™ wird deshalb der Limes

lim &%, o ®L| = &L o oL
t—o00 K
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1.4 Fliisse auf Mannigfaltigkeiten

schon fiir endliche Zeiten 7 > 79(K) angenommen. Somit ist € wohldefiniert und ein
Diffeomorphismus und es gilt

QoL :(ggéioéfoéf::JQ&Qfoéi%oéit::éfoQ.
Die Fliisse £ und ®F sind also diffeomorph. Dass die zugehérigen Vektorfelder L und L
durch denselben Diffeomorphismus €2 auseinander hervorgehen, sehen wir durch Ableiten
der Gleichung Q o ®F = ®F o O wenn wir beide Seiten als Funktionen von ¢ bei festem
q € R™ auffassen, also
Qo <I>L @L(

Einerseits ist

d L L
E(I) = LOCI)(q),

und andererseits

jt(Qo(I)L) = T(Qo@f)oe = TQOT(I)LOG = TQof/ququ
= TQoLoQ 'odf, = QLodf,
Also gilt )
LodloQ=0,Lo®d0Q,
und somit, da © und ®F Diffeomorphismen sind, auch O.L=L. O

1.47 Bemerkung. Linearisierung eines Vektorfeldes an einem Fixpunkt

Aufler an Fixpunkten ist also jeder Fluss lokal diffeomorph zur linearen Strémung. Das
lokale Verhalten in der Nihe eines Fixpunktes 148t sich durch Linearisierung des Vektor-
feldes an diesem Punkt ermitteln.

Sei X € T (M) und 2y € M mit X (z9) = (x,0). In einer Karte o mit ¢(zy) = 0 gilt dann
Xo(@) = Xp(0)+DX,(0) g+ O(lall*) = DX,(0)q+O(al*).

——
=0

wobel wir X, (¢) := (I o ¢.X)(q) abkiirzen. In der Ndhe von ¢ = 0 reicht es also, das
lineare Vektorfeld X,(q) = DX,(0)q zu betrachten. Der Typ des Fixpunktes wird dabei
durch die Eigenwerte von DX, (0) und deren geometrische Vielfachheit bestimmt. Diese
héngen nicht von der Karte ¢ ab da DX, (0) und DX(0) fiir verschiedene Karten ¢ und
¢ dhnliche Matrizen sind (Ubungsaufgabe)

Wir wollen die moglichen Typen hier nur am Beispiel n = 2 illustrieren:
(a) DX(0) diagonalisierbar und
(1) )\1,)\2>01 (11) )\17)\2<02 (111) )\1>O,)\2<OI

e e e
T
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1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

(b) DX(0) hat zwei komplexe Eigenwerte Ay, = a % ib, also z.B. DX (0) = < a —b ):
(i)b>0,a=0: (ii)) b> 0,a >0 (iii) b > 0,a <0 :

D
S 2

(c) Ein reeller Eigenwert der geometrischen

Vielfachheit 1, also DX (0) = ( (1) 1 >:

T

L\

Ei —1 log). “
(Eigenwert analog) =

(A0
=

1.5 Tensoren

1.48 Erinnerung. Dualraum

Ist V' ein reeller Vektorraum der Dimension n € N, so ist sein Dualraum V* definiert als
der Raum der linearen Abbildungen von V nach R. Auch V* ist ein reeller Vektorraum der
Dimension n. Die Elemente von V* heiflen lineare Funktionale und fiir v* € V* und u € V'
schreiben wir

vi(u) = (v u) = (v |u),

auch wenn es sich bei der sog. natiirlichen Paarung (v*,u) nicht um ein Skalarprodukt

handelt.

1.49 Definition. Kotangentialraum

Sei M eine Mannigfaltigkeit und x € M. Der Dualraum 7'M des Tangentialraums 7, M
heifit Kotangentialraum von M im Punkt x. Seine Elemente heiffen Kotangential-
oder Kovektoren bzw. auch 1-Formen.

1.50 Bemerkung. Ein Skalarprodukt (-, -) auf einem Vektorraum V' induziert eine natiirli-
che Identifikation von V' mit V* ndmlich V' 3 v — (v,-) € V*. Auch ohne Skalarprodukt
gilt zwar dim V* = dim V', aber es gibt keinen kanonischen Isomorphismus.

1.51 Beispiel. Das Differential

Fir f : R — R fasst man den Gradienten V f(z) oft als Vektor auf. Ohne weitere Struktur
ist aber das Differential einer Funktion zunéchst eine 1-Form, d.h. ein Kovektor:
Fiir f € C*°(M) ist die Tangentialabbildung

Tfl, : TM — TymR = R

linear also T'f|, € Ty M. Diese Abbildung wird auch mit df|, bezeichnet, das Differential
oder die Auflere Ableitung von f.
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1.5 Tensoren

Wie zu Beginn von Abschnitt erklart, ist die Anwendung von df|, auf einen Tangen-
tialvektor v € T, M einfach die Richtungsableitung der Funktion f an der Stelle z € M in
Richtung v. Fiir v = [] gilt also

A1) = S F(e(t)lemo-

Man kann sich also in der natiirlichen Paarung (df,v) vorstellen, dass df als 1-Form auf
den Vektor v wirkt oder umgekehrt v als Derivation auffassen, die auf der Funktion f
operiert.

1.52 Bemerkung. Koordinaten 1-Formen

In einer Karte (V,¢), ¢ : M DV — R", = — ¢(x) = ¢ kann man ¢; fir i = 1,...,n,
als Funktionen ¢; : V. — R, z — ¢(z); = ¢;(x) auffassen. Die zugehorigen Koordinaten

1-Formen
dgil. € TiM, i = 1,...,n, bilden ei-

ne Basis des Kotangentialraums 7 M, '
denn gemafl Abschnitt 1.3 gilt g2 =const. ,A
".

9¢q;

.....

0 0
in7_):_qi:5i'- *
( 0q;) O ! ) ." 9,
Es heiit (dg¢;)i=1... ., auch die natiirliche M '
Basis von T M . Sie ist wegen (%) du- ‘ g1 =const,
al zur natiirlichen Basis (-2 );—;._,, von .’

T, M.
1.53 Bemerkung. Der Bidualraum

Es gibt zwar keine natiirliche Identifikation von 7, M mit dem Dualraum 7); M, aber mit
dem Bidualraum T;*M: Sei v € T, M dann ist

ly:ToM - R, u L, (u") = (u*,v)

linear und somit ¢, € T*M. Die Abbildung ¢ : T, M — T;*M, v +— {,, ist ein Vektorrau-
misomorphismus: ¢ ist offensichtlich linear und da Kern(i) = {0} gilt (man iiberlege sich
das), ist ¢ injektiv und wegen dim7, M = dim7;* M < oo dann auch surjektiv.
Man merke sich also: Ein Vektor ist eine lineare Abbildung auf Kovektoren und umge-
kehrt.
Kovektoren verallgemeinert man nun zu ,,Kotensoren“ oder kovarianten Tensoren s-ter
Stufe, indem man sie als multilineare Abbildung

LM X T,Mx - xT,M—R

7

-—
s-mal

definiert. Vektoren werden zu kontravarianten Tensoren r-ter Stufe verallgemeinert,
d.h. zu multilinearen Abbildungen

T°Mx---xTrM —R.

-~

r-mal

1.54 Definition. Tensoren
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Eine multilineare Abbildung
E Ty M X X Ty M X T M X - x T M — R

-~

r-mal s-mal
heif3t r-fach kontravarianter und s-fach kovarianter Tensor und wir schreiben wieder

vy, .., 08 01, 0s) = (B 0], Uk v, )

> Yr ) Y Ur

Indem man fiir Tensoren ¢; und ¢, sowie aq, ap € R
(Oéltl + OéQtQ | .. ) = Oél(tl | .. ) + Oég(tg | .. )

definiert, erhélt der Raum der multilinearen Abbildungen selbst eine lineare Struktur. Er
wird mit 7}, M bezeichnet. Insbesondere gilt Tx(l)M =T,M und Tx(l]M =TrM.

Im folgenden betrachten wir zunéchst Tensoren in einem Punkt x € M. Statt 7). M schrei-
ben wir dann 77 und konnen fiir den Moment vergessen, dass der zugrundeliegende Vek-
torraum 7' = Ty ein Tangentialraum an eine Mannigfaltigkeit ist.

1.55 Definition. Das Tensorprodukt

Das Tensorprodukt 1, ® - - ® v, ® v} ® ... ® vl € T7 von r Vektoren und s Kovektoren
ist durch

(v1®---®vr®vi‘~-®vj]u}‘,...,u:;ul,...,us):H(uﬂvi) H(vj]uj)

definiert.
1.56 Bemerkung. (a) Aus der Definition folgt, dass ® distributiv ist,

U1®(’U2—|—U3):U1®U2+U1®U3.

Es ist also
®: Ty % TSTST

eine assoziative, distributive aber nicht kommutative Abbildung. Hier ist fiir ¢; €
TT und ty € T;",/

* x _
tl ®t2 (ul,...,ur+r,,u1,...,us+s/) =

* E * * .
= ti(uy, U U, )t (U g U Ut e Usps) -

(b) Nicht jeder Tensor la8t sich als Tensorprodukt von Vektoren schreiben. Seien e} und
e; Basen in T} bzw. Ty, so kann man aber t € T7 eindeutig darstellen als

t= thile® ®e e . (%)
(),(4)
In der Summe laufen alle Indizes iy, ..., und ji,..., 7, von 1 bis n. Die Tensoren
e ® e, Qe Q- QVe; Wy ooyl JlyeeesJr=1,...,Mm

bilden eine Basis von 7 und der Raum 77 hat die Dimension n**".
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1.5 Tensoren
Beweis. Es seien (b) und (b;) die jeweils zu (e;) und (e;) dualen Basen, also

" o " s 1 wenni =7y
bi(ei) = 6ij und e;(b;) =9, .—{ 0 wenn i j

Da man lineare Abbildungen nur auf einer Basis festlegen muss, sind die dualen Basen
eindeutig. Setzt man nun

tﬂ:l“'jT:t(bﬁf b bil,...,bis)a

i10is J1? > Ve
so gilt (*) auf Elementen der Form (b}, ,...,b; ,b;, ..., b;,) und wegen Multilinearitét
auf allen (uj,...,us uy, ..., ug). H

Die Komponenten tfllf: eines Tensors ¢ bezeichnet man in der Physik oft als Tensoren.
Bei den Komponenten verwenden wir die iibliche Schreibweise Vektorindizes oben und
Kovektorindizes unten zu stellen.

1.57 Definition. Das dullere Produkt und die alternierenden Formen

(a)

Das duflere Produkt (oder Keil-Produkt) v A --- A vi € TP von k Kovektoren ist
durch
(V] A Avp | ug, .. ug) = det (0] | uy))

definiert.

Aufgrund der Eigenschaften der Determinante ist klar, dass v] A --- A v} eine al-
ternierende k-Form ist, d.h. die Vertauschung zweier Argumente fithrt nur zu einem
Vorzeichenwechsel:

(VA AU gy Uy e Uy ug) = — (U A AL Uy e U Uy e U
Analog sieht man sofort, dass auch
VI A AU A AU A A= —uf A AUT A AU A Ay

gilt. Insbesondere liefert also die Permutation der Faktoren im dufleren Produkt nur
ein Vorzeichen.

Ist (e;‘-)jzlmn eine Basis von T*, so bilden die Elemente der Form

6;‘1/\"'/\6;k mit 1<j;<---<jp<n
also eine Basis des Raumes A, C T der alternierenden k-Formen. Man verwendet
aber {iblicherweise die Darstellung

1 * *
w = E Z erle 61'1 /\ c /\ eik
()

mit antisymmetrischen Koeffizienten w;,...;, , also

Wre(iy)-m(iy) = SEN(T) Wiy

fiir alle Permutationen 7 € Si. Die Normierung % stellt sicher, dass

1 ) ) * *
w = E Z U}“Zk €i1 AR, 6ik = Z wulk eil A A eik
T )

1< <o << <n

gilt, die Koeffizienten also in beiden Darstellungen einheitlich sind.
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1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten
1.58 Bemerkung. Die Projektion P, in T} auf Ay, ldsst sich explizit schreiben als
1
(Pk t) (ul, N ,uk) = y Z sgn(ﬂ) t(uﬂ(l), c. ,u,r(k)) .
’ TESk
Der Zusammenhang zwischen Tensor- und Keil-Produkt ist dann
VA A=K P(v] @ - @) .
Also kann man auch das duflere Produkt fortsetzen zu

/\IAkXAp — Ak—i—p

(k+p)!

(Wi, wa2) = wiAwy = k'—p'

Pker ((JJl X (JJQ) .

Es hat die folgende Eigenschaften

(Wi Awg) Aws = wy A (we A ws) (Assoziativitit)
w1 +wa) Awg = w1 Awsg~+ wy A ws
(con + wn) Ay PO TRV (Distributivitat)
wl/\(wg—i—wg) = wl/\w2+w1/\w3
w1 A Wy = (—l)kp W2 N wy

fiir jeweils geeignete wy ,ws , w3 .

1.59 Erinnerung. Eine alternierende k-Form w definiert ein signiertes “Volumen” welches
von k Vektoren vy, ..., v, in T, M aufgespannt wird via

w(vy, ..., vg) =: Volg(vy,. .., vg) .

Dabei ist “Volumen” so zu verstehen, dass fiir £ = 1 eine Lénge, fiir £k = 2 eine Fliche und
fiir k = n eben tatséchlich ein Volumen gemeint ist.

1.60 Definition. Metrischer Tensor

(a) Ein Tensor g € Ty der symmetrisch ist, also
g(u,v) = g(v,u) fiir alle u,v € T,
erfiillt, und positiv definit ist, d.h.
g(v,v) >0 fiir alle v #£ 0,

heiit metrischer Tensor und definiert durch (u|v), := g(u,v) ein Skalarprodukt
auf Tj.
(b) Ein Tensor g € TY mit der Eigenschaft

glv,u)=0 YueT, = v=0 (%)

heifit nicht entartet. Auch in diesem Fall schreiben wir (v | u), := g(v, u), auch wenn
es sich im allgemeinen dann nicht um ein Skalarprodukt handelt.

Beispiele fiir (b) sind Pseudometriken (g symmetrisch und nicht entartet) oder symplekti-
sche Formen (g alternierend und nicht entartet).
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1.5 Tensoren

1.61 Bemerkung. Mit Hilfe eines nicht entarteten g € Ty koénnen Tj und 7} kanonisch
identifiziert werden:

Fiir v € T, ist die Abbildung
(V] Yy : Ty = Ru (v|u), = g(v,u)
linear und somit in 77. Die Abbildung
b Ty =TV, v ,(v) = (v]),
ist linear. Thr Kern enthélt wegen (*) nur die Null und sie ist somit bijektiv.

1.62 Definition. Der Indexkalkiil

Sei (e;)=1,..» Basis von Tj und es bezeichne ab jetzt immer (e');—1__, (Index hochgestellt!)
die duale Basis von T} definiert durch

i 1 wenni =7
(& (Gj) = 51‘]‘ = { . .

0 wenn i # j

Beziiglich dieser Basis hat beispielsweise ein metrischer Tensor g € Ty die Komponenten
Gij,

g = Zgijei®€j =i gije @€,
ij=1
wobei im rechten Ausdruck nach der Einsteinsche Summenkonvention iiber gleiche
Indizes summiert wird. Um sicherzustellen, dass man die Komponenten von Vektoren bzw.
Tensoren und die Basisvektoren bzw. Basiskovektoren nicht durcheinander bringt, stellt
man die Indizes bei Komponenten von Vektoren hoch und bei den Basisvektoren tief. So
schreibt man fiir einen Vektor u € T; dann die Basisdarstellung bzgl. (e;) als

u=u'e;.

Es bezeichnet u’ also die i-te Komponente von u bzgl. der Basis (e;). Fiir Kovektoren
kehrt man die Konvention um. Das liefert einen eleganten Kalkiil der einem das Rechnen
in Komponenten vereinfacht. Sind u,v € Ty mit u = v/e; und v = v/e; und v* € T} mit
u* = uzel so gilt beispielsweise

(a) u*(v) = ue'(v’e;) = uivjei(ej) = u;v’

(b) (ulv)y = g(u,v) = gij (' @ &/)(u'er, v ex) = giju v* ' (er) €/ (ex) = giju' v/ = ' gi; v

(c) tg(u) = (u|-)y hat mit (a) und (b) also die Basisdarstellung ¢,(u) = u;e/ mit Kom-

ponenten u; = u' g;;.

(d) Mit ¢ bezeichnet man die zu g;; inverse Matrix, also

Gij gjg = gij gje = 5@ = 0jr -

Dann gilt in (¢) auch v/ = u; g und insbesondere ist ¢,(e;) = g(e;, ) = gij€?, also im
Allgemeinen ¢4(e;) # €.

Sei A : T} — T ein Basiwechsel mit Matrix a! bzgl. der Basis (¢;)i—.., und & :=

- . . . . L aira
Ae; = ale; die neuen Basisvektoren. Dann transformieren sich wegen d;; = (é]é;) =
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1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

(Be’|Ae;) = (¢7| B* Ae;) die dualen Basisvektoren geméf ¢* = (A™")*e" = ble? wobei blai =
4;.. Entsprechend transformieren sich die Komponenten eines Tensors wegen

i1 ; i Nyl A N ke ks
t:t‘h J ej1®...®€jr®€“®...®ez :tkll“';;s ell®...®elr®€1®...®e

i1-1s

gemaf

Miedy  J1 . gepky ks _ gdiede Miely  _ giede gl e it

by, O, o0y by o b =00 oder g =605 by blay, g
1.63 Bemerkung. Hat man ein nichtentartetes g € 7Y, so identifiziert man oft u und
ty(u) = g(u,-) und nennt «’ die kontravarianten und u; die kovarianten Komponenten von
u, obwohl u; ja eigentlich die Komponenten von ¢,(u) sind.

1.64 Definition. Analog liefert ein nichtentartetes g € Ty eine Identifikation aller 77
jeweils mit 7%, T2, und Tg*" indem man in den zu &ndernden Argumenten v, bzw. ¢!
vorschaltet. So ist z.B.

Ig:Tsr_>TrS:(Tsr)*atho(Lg_la"' ’L;17Lga"' ’Lg>
—_—

r mal s mal

Im Indexkalkiil sieht das dann so aus: Seit € T, mit ¢t = té.ll'.'_'érs 6, Q- Qe QN+ Qe
dann ist z.B.
t = téllgng(eu) ®“'®Lg(€ir) ®€j1 ®...®€js

tzllys Girng *** Gipn, €M ® €j1 R ® ejs

t]ljb ni...Ny enl ® s ® enr ® ejl ® .. ® ejs
in 7).
“ziehen”.

Allgemein kann man mit g;; und g% also Indizes nach unten bzw. nach oben

1.65 Definition. Auch auf Tensoren definiert jedes nichtentartete g € T eine bilineare
Abbildung

([)g T3 xTy =R, (t,1) — <t|£>g = (Ig(t)|t~)a
in Indexschreibweise gegeben durch
(E|B) = gt Ememe g iy GO g
Ist g eine Metrik, so ist (- |-), ein Skalarprodukt auf 77.

1.66 Definition. Kontraktion von Tensoren

Durch Kontraktion zweier Indizes, genauer des ¢-ten oberen und des k-ten unteren Index
eines Tensors ¢ € 77 mit

t = t"?""'?eil Q- - Qe ReN®-- @ e

J1Js

erhilt man einen Tensor £ € 77~} via

n

f:t“"'m'"”ei1®---®éu®--~®eﬁ®-~-®éj’“:Zt(...,em,...,em,...),

G1emejs
m=1

wobei der Hut iiber einem Faktor dessen Auslassung bedeute und in der Summe €™ im
(-ten Vektorargument und e,, im k-ten Kovektorargument steht. Die Unabhéngigkeit von

26



1.5 Tensoren

der Wahl der Basis rechnet man leicht nach.

Ist t;llljz nicht symmetrisch jeweils in allen oberen und allen unteren Indizes, so hingt das
Ergebnis natiirlich davon ab, welche Indizes man kontrahiert.

Fiir ¢t € T} nennt man trt¢ := ¢! die Spur von ¢. Fiir t € T¢ bzw. t € Ty heifit tr,t = t7g,;
bzw. tryt = t;; g die metrische Spur.

1.67 Definition. Das innere Produkt von dufleren Formen

Das innere Produkt in A beziiglich eines nichtentarteten g € T% ist die bilineare Abbil-
dung
AkXAg — Ak,g, ]{326

(w,v) = dw

definiert durch die Regeln

(i) tyw = (v|w), fir w,v e Ay

(ii) i, (w1 A wa) i= (iywi) Awy + (—1)F1w; Adyw, fiir v € Ay und w; € Ay,
(i) dyupmy = G, © i,

und fortgesetzt duch Bilinearitét.

Schreibt man €7k = e/t A+ Aedk und w = F wjy g€ und v = Fvg, 0,6 S0 st
1 1 Ji-ge Jet1dk
W = m’/ Wi Gegesr k€ :

Fiir k = ( ist also i,w = (v |w),.

1.68 Definition. Die kanonische Volumenform

Die kanonische n-Form (Volumenform) zu einem nichtentarteten g € Ty ist durch

e:=/|det(gi;) e ANe* A Ae”

definiert. Sie ist bis auf das Vorzeichen unabhiingig von der Wahl der Basis (Ubung).

Da Ar und A,,_; beide die Dimensionen (Z) haben, kénnen wir auch sie mit Hilfe eines
nichtentarteten g € Ty identifizieren. Dazu definieren wir Ay = T3 := R.

1.69 Definition. Der Hodge-Operator
Die lineare Bijektion

*ZAk — An—k:>

W B kW = 1€
heifit Hodge-Dualitéit und * der Hodge-Operator.

1.70 Bemerkung. Eigenschaften von x und ¢

(i) Die Koeffizienten von ¢ haben die Form

S 0 falls 5, =7, fir [ #k
Sguin = sgnm - +/|g| falls (j1,...,7n) =7(1,...,n)

wobei g = det(g;;) .
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1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

(i) Fir 1 € Ag ist
x1 =16 :=¢€.

Umgekehrt gilt

. _ 1 Jii1 Jnt
*XE = 1.6 = ] Ejl“‘jn 51'1...7;” g e g nen

= Jgl4 D sgn(m)sgn(n)gm D ... gm0
w,m €Sy,

_ g s
= |gldetg! = = =: (-1)°,

wobei s fiir eine Metrik g offenbar Null ist.
(iii) Ist g symmetrisch, so gilt * o x|y, = (—1)¥=F+sid, . (Ubungsaufgabe)
(iv) iy * W = 1iyE = Tyn€ = *(W A V)
1.71 Beispiel. Sei 7; = R® mit der euklidischen Metrik g;; = d;;. Dannist g =1, s = 0
und * o x|y, =idy, fur alle £ =0,...,3. Die x-Bilder der Basisformen sind
k=0,3: 1 <« d¢' Ad¢g® Adg?
k=12: (d¢',dg*,d¢’) <= (d¢°Adg’ dg® Adg', dg" Adg?)
Nun fassen wir die Tensorrdume in einzelnen Punkten wieder zu Biindeln zusammen. Beim

Tangentialbiindel liefert uns die Tangentialabbildung eine Biindelkarte . Beim Kotangenti-
albiindel ist das Analogon der Pull-back:

1.72 Definition. Das Kotangentialbiindel
Das Kotangentialbiindel 7*M von M ist die Vereinigung der Kotangentialrdume

T°M = | J ({z} x T; M).

zeM

Auch T* M kann wieder in natiirlicher Weise mit einer differenzierbaren Struktur versehen
werden. Sei A = (V;, ¢;) Atlas von M, dann ist

T A= (T"Vi, (g1, 07 7))
Atlas von T* M. Hier ist
(i, 07 7) : TVi = Tpy(V;) C T'R”
(z,u") = (pil2), 7 "u)
mit dem Pull-back von 1-Formen
@i Fut(v) = ut(Ty; o) fiir alle v € T, () R".

Warum ist der Pull-back genau so definiert?

Erinnerung: Tangentialabbildung zwischen Mannigfaltigkeiten,

M, *f>]\42

TM, T M,
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1.5 Tensoren

punktweise,
il f(z)iV12
u*GT}‘(Z)Mg
I* M3 f*u*|z:=u*oT f|o

R
d.h. das so definierte f* geht in die umgekehrte Richtung:

f

M, M,
T*My <——T"M,
(f=1F)

Nun zu Karten
M, DV 2 (V) CR”
TM; 5TV =% (V) x R

T, M, 2 je

T*Mlau*\\ i‘ﬂl*u*b(x)U*OTSOlq:(a:)GT;(I)R"
R
d.h.
M DV —2— (V) CR"

M, > TV E2 7 oy

Schlielich definiert man analog die Tensorbiindel.

1.73 Definition. Tensorbiindel

Sei TYM = J,ep ({2} x T3 M) das Biindel der r-fach kontravarianten und s-fach kova-
rianten Tensoren. Dann liefert ein Atlas A = (V;, ;) von M einen natiirlichen Atlas auf
T M via

T3A = (TV, 1)
wobei
Pi - ToVi = Tii(Vi)
durch
Gi(, er,®- - ey, R ®- - -@€7*) = (pi(2), Tpser, ®- - -QTpier, O(p; 1) e @- - -@(p; ) e™)
und Linearitédt in der Faser definiert ist.

1.74 Definition. Tensorfelder und Differentialformen

Eine C*°-Abbildung ¢t : M — T7M mit my; ot = idys heifit Tensorfeld und den Raum
der Tensorfelder bezeichnen wir mit 7 (M ). Ein alternierendes (man sagt auch total an-
tisymmetrisches) w € T)(M), also w, € A, fiir alle 2 € M, heifit Differentialform oder
p-Form und die Menge der p-Formen bezeichnen wir mit A,(M).
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1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

1.75 Bemerkung. (a) Es sind also jeweils synonym:
e Vektorfeld und 1-mal kontravariantes Tensorfeld
e Kovektorfeld, 1-mal kovariantes Tensorfeld und 1-Form
e skalare Funktion und 0-Form
(b) Lokal ldsst sich ein Tensorfeld bzgl. der natiirlichen Basis einer Karte darstellen:

t(:c) _ flir (:1:') aqi1® e ® %T@ dqjl R dq.js

JiJs

mit tg?) € C*°(M). In der Physik bezeichnet man oft die Komponenten tg))(x) als
Tensorfelder.

Die Basisdarstellung von p-Formen ist wieder

1 A A
w(z) = — Wi (x)dg’* A--- ANdg.
P!

(c) Existieren n punktweise linear unabhingige Vektorfelder e; € T3 (M), ist also M
parallelisierbar, so sind die punktweise dualen Kovektorfelder ¢/ € T(M) ebenfalls
punktweise linear unabhingig in TP (M). Durch Tensorproduktbildung erhilt man
Basisschnitte aller Tensorbiindel. Es gilt also: Ist M parallelisierbar, so sind alle Ten-
sorbiindel iiber M trivialisierbar. Es gibt dann aber im Allgemeinen dennoch Vek-
torbiindel {iber M, die nicht trivialisierbar sind.

1.76 Definition. Orientierbarkeit und Orientierung

Eine Mannigfaltigkeit M der Dimension n heiffit orientierbar, falls eine nirgends ver-
schwindende n-Form w € A,,(M) existiert.

So ein w heift Orientierung und man nennt eine Basis (e;) von T,; M positiv orientiert
(bzgl. w), wenn w,(ey, ..., e,) > 0 und negativ orientiert wenn w,(ey,...,e,) <0.

1.77 Bemerkung. Ist M parallelisierbar, so ist M auch orientierbar, denn e! A --- A e®
verschwindet nirgends, wenn die e’ linear unabhiingig sind. Die Umkehrung gilt nicht: z.B.
ist S? orientierbar aber nicht parallelisierbar. Mit der iiblichen Einbettung von S? in R3
und n(x) dem duBeren Normalenfeld an die Sphéire wire z.B. w,(u,v) := (n(z),u X v)gs
eine nirgends verschwindende Volumenform auf S2. Hier ist u x v = (uguz — ugvy, uzv; —
U103, U1V — ugvy) das Vektorprodukt im R3. Anders gesagt: eine Basis (e1,e2) des Tangen-
tialraums 7, S? ist positiv orientiert, falls e; x e, nach Auflen zeigt.

1.78 Erinnerung. Das Differential einer glatten Funktion

Sei f € C*°(M), dann ist die &ulere Ableitung df : M — T*M, x +— (x,df|,) eine 1-Form,
also df € T?(M). Es symbolisiert df also die Ableitung von f in einer noch anzugebenden
Richtung, df ist aber keine infinitesimale Grofe.

1.79 Definition. Riemannsche und pseudo-Riemannsche Metrik
Sei g € T (M) nicht entartet, d.h. fiir alle x € M erfiillt g(z) die Bedingung

glv,u)=0 YueT, = v=0.

(a) Ist g symmetrisch, so nennt man g eine pseudo-Riemannsche Metrik.

(b) Ist g symmetrisch und positiv definit, so heifit g eine Riemannsche Metrik.
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1.80 Beispiel. Der Minkowskiraum
Auf M = R* ist durch

n=ni;d¢’ ® d¢’

mit

Nij =

SO = OO
_— o O O

0
1
0 —
0

o O O+

eine pseudo-Riemannsche Metrik definiert, die sog. Minkowski-Metrik. Der Raum M mit
der pseudo-Metrik n heifit Minkowskiraum und ist die Raum-Zeit der speziellen Relati-
vitatstheorie.

1.81 Bemerkung. Wir konnen nun die punktweise fiir Tensoren eingefiithrten Operationen
auf Tensorfelder verallgemeinern:

(g o T3M) < TJ(M) = C%(M)
Ao A(M) x Ay (M) — Ap+q(M)
ion Ap(M) X Ag(M) = Ay (M)

Und falls M orientierbar ist, also mit Hilfe von g eine nirgends verschwindende Volumen-
form ¢ € A,, global definiert werden kann, so gibt es auch den entsprechenden Hodge-
Operator

s Ay(M) = Ap_p(M).

1.82 Definition. Der Pull-Back von Multilinearformen
Sei f: My — M, glatt und w € T)(Ma) so ist f*w € T?(M;) definiert durch

[rwle(vi, ..., vp) = W@ (T for, ..., T fop) fir alle vq,...,v, € T, M .

¢

H,

M,

fo ©
Ist ® : M} — M, ein Diffeomorphismus, so liefert die Abbildung

T*Ms — T*M;,  (y,w) — (7' (y), ®*w|p-1(y)

einen Diffeomorphismus der Kotangentialbiindel. Fiir die Inverse dieser Abbildung schrei-
ben wir

T : T*My — T My,  (z,w) — (®(2), 2 "wlpw) -
Es gilt
(T Ow | TPV) () = (w|v), furallew e Ty My, ve T, M,

da (T*®w)(TPv) = w(TP ' o TP v) = w(v).
Einen Diffeomorphismus der Tensorbiindel erhélt man durch

T@@...@T@@T*@@...@T*Cb:T;Ml—)T;Mz
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wobei man auf Produkten
TP® - TPRTOR - T*®(z, 1, ® - Qu, QW' ® - @ w®)

= (P(2), TOPU, ® -+ @ TPy, T P @ - - @ T*Pw*)
definiert und in jeder Faser 7. M, linear fortsetzt.

1.83 Definition. Der Push-Forward von Tensorfeldern
Ein Diffeomorphismus ® : M; — My induziert eine Abbildung &, : T (M;) — T (M),
den Push-Forward von Tensorfeldern, welche durch die Vertauschbarkeit des Diagramms

TR QTPRT*P®---QT*P

T;"Ml TSTMQ
tT Tqm
M, ® M,

mit ¢ € 7 (M) definiert wird, d.h.
Pt=TP® - TORT PR @T " Botod ",

—~~ ~~

r-mal s-mal

Es gilt wieder die Kettenregel (® o V), = &, ¥, und der Pull-Back ®* ldsst sich auf
beliebige Tensorfelder durch den Push-Forward der inversen Abbildung verallgemeinern,
O* = (P71,

1.84 Beispiele. (a) Fiir eine Funktion f € 7 (M) ist . f = fo &~ 1.

(b) Fiir ein Vektorfeld X € 7;'(M;) haben wir in Definition den Push-Forward
&, X =TP o X o d! bereits erklirt.

(c) Push-Forward und Differentialbildung vertauschen: fiir f € TP (M) ist ®.df =
d(®,f) (Ubungen).

(d) Sei (V,¢) eine Karte von M, e; das i-te kanonische Einheitsvektorfeld in R” und
e :R" - R, g = (q,...,q,) — ¢ die i-te Koordinatenfunktion auf R™. Dann
sind die Koordinatenformen und -vektorfelder gegeben durch d¢* = p*de’ und 0y =
(¢ ")se;. Daraus folgt sofort das Transformationsverhalten von 9, bzw. dg’ unter
Kartenwechseln: Sei ¢ eine weitere Kartenabbildung auf V', 9z, = (¢~ 1)se; und dg' =
¢*de’ die zugehorigen Koordinatenvektorfelder bzw. -formen und ® = ¢ o ¢! der
Kartenwechsel im R".

29.11.2016

Aufgrund der Kommutativitdt des Diagramms ist dann
0y = (¢71)se; = (07 )u(@71)iPue; = (¢7)u(DP); €; = (DP);0;,

und somit

afij = (D(I)il); aqi :
Aus d§ (d;,) = &7 folgt dann auch sofort dg/ = (D®)! dg’ und d¢/ = (D®)! dg'.

i
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1.6 Ableitungen

Wiéhrend die natiirlichen Paarung (|) unter Diffeomorphismen invariant bleibt,
(T*ow |TPv) = (w|v),

gilt dies im Allgemeinen fiir das Skalarprodukt nicht, sondern nur wenn ® die Metrik
invariant 1a83t.

1.85 Definition. Isometrien und kanonische Transformationen

Seien M; und M, Mannigfaltigkeiten und seien g; € TX(M;) und gy € T3 (Ms) nicht
entartet. Ein Diffeomorphismus ® : M; — M, mit g, = ®,g;, also

Go(T®v, T®u) o ® = gy(v,u)  fiir alle v,u € T, (M) ,

heifit Isometrie, falls g; und g, (Pseudo-)Metriken sind, bzw. kanonische Transforma-
tion, falls g; und g, symplektische Formen sind.

Sei nun My = My = M und g; = go = g. Ist ®;* der Fluss zu einem Vektorfeld X € 7' (M),
so heifit X Killingsches Vektorfeld, falls die ®;* Isometrien sind, bzw. Hamiltonsches
Vektorfeld, falls die @ kanonische Transformationen sind.

1.6 Ableitungen

Ohne weitere Struktur 148t sich auf einer Mannigfaltigkeit nur die duflere Ableitung von
Differentialformen definieren. Ist durch ein Vektorfeld ein lokaler Fluss gegeben, so definiert
er die Lie-Ableitung beliebiger Tensorfelder.

1.86 Definition. Aulere Ableitung
Sei zunéchst w € A,(U) fiir U C R™ offen und

w:a%c(i)el/\---/\ep mit ¢y € C(U).

Dann ist die &uflere Ableitung dw € A,;;(U) definiert durch

1 i i
dw ::H%dc(i)/\el/\---/\ep.

Fiir w € A,(M) und eine Karte (V, ¢) mit

1 ) )
wly = — cnydg* A---Adg”® und ¢y € C°(M
| p!%:() 0 (M)

definiert man die &uflere Ableitung dw € A, (M) lokal durch

1 i i
dwly = ﬁZdC(i)/\dql A ANdg'?,
(4)
also durch dwl|y := ¢*d(p.w); dabei ist deg) = %T(?dqj.

Das so definierte dw|y ist aber unabhéngig von der gewihlten Karte, da d natiirlich bzgl.
Diffeomorphismen ist. Somit ist dw € A,1(M) wohldefiniert. Genauer sieht man das so:
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1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

Sei ® : My — M, ein Diffeomorphismus, dann folgt sofort aus dem Spezialfall (c), also
Q. df = do, f fiir f € TP (M), dass innerhalb einer Karte (V, ¢) auf M; gilt

(I)*dwlap(V) = d‘b*wb(v) .

Denn es ist

dPw = d |5 Puci - Pu(dg™) Ao ADL(dg”)
(i)

b > d(@uc) A DL(dg) A= AL (dg")

(i)

L34 11 7 _

= I 0 (dey) A RL(dgT) A ADL(dg?) = Pudw.
(i)

Von Zeile 1 zu Zeile 2 wurde hier bereits verwendet, dass d®,(dq") = ®,(d(dq")) = 0, da
d(dq’) = 0, sieche Bemerkung [1.88(c).

Zuriick zur Kartenunabhéngigkeit. Sei (V) eine weitere Karte und ® : (V) — 4(V),
® = po ! der Kartenwechsel. Dann ist mit obiger Rechnung insbesondere

Prd(puw) = @' d(Prpuw) = F"Pud(puw) = P(27) d(puw) = 7 d(puw),
also ist dw|y = ¢*d(p.w) unabhéngig von der Wahl der Karte.

1.87 Bemerkung. Natiirlichkeit der dufleren Ableitung und Einschrinkung von Formen
Es gilt also fiir Diffeomorphismen ® : M; — M,, dass

b, dw=do,w.

Ist f: My — M glatt (aber nicht notwendigerweise ein Diffeomorphismus), so gilt fiir den
Pull-Back immer noch

ffdw =d(f'w) firalle we A,(Ms).

Letzteres folgt sofort aus obiger Rechnung fiir Diffeomorphismen, indem man &, durch f*
ersetzt.

Ist M; Untermannigfaltigkeit von My und v : M; — M5 die natiirliche Injektion, so liefert
U Ap(Ms) — Ay (M)
die Einschrankung von Formen auf die Untermannigfaltigkeit und es gilt
Prdw = d(¥'w),
Einschréankung und duflere Ableitung vertauschen also.

1.88 Bemerkung. Eigenschaften der dufleren Ableitung

Aus der Definition ergeben sich unmittelbar die folgenden Eigenschaften der dufleren Ab-
leitung

(a) d(w1 + CL)Q) = dw; + du}g, w; € AP(M>
(b) d(wi Aws) =dwy Awa + (—1)Pw; Adwse, w1 € Ay, we € Ay
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1.6 Ableitungen

(c) d(dw) = 0 fur alle w € A, da

d(dw) = Z Z 8qk dq Adg’ A dg®

(i) 4.k

— dd* Adg? Adg® =0.
Zz(aqkﬁq] 0%3%) 1 7 1

(i) <k

1.89 Beispiel. Vektordifferentialoperatoren und duflere Ableitung im R3

Sei M = R3 mit der Euklidischen Metrik gij = 0;;. Dann kénnen wir Vektorfelder und 1-
Formen identifizieren und fiir die Komponenten bzgl. der kartesischen Koordinaten ¢/ = ¢/
gilt v; = v". Sei f € C*(R3) und v € T;/(R?) (identifiziert mit einer Form € T°(R?), die
wir auch v nennen). Es ergeben sich die folgenden Zusammenhénge zwischen den Vektor-
differentialoperatoren im R?® und der dueren Ableitung:

of

df = 8qidqi:(gradf)idq
| | O, | L Ou |
x(dv) = #(d(vdq")) = *(dv; Adg') = *( ) = g7 =—d¢’ = (rotw);d¢’
Oqx oqp,
xd(x0) = xd(v;ie';dd Adg") = *(3e'jdu Adg? AdgF) = x(Le; g I A dgF)
o Ov; s ov;
_ 1. i Lk _ i .
5€ ik 0 € 90, ivo

Die Rechenregeln fiir die duflere Ableitung aus lassen sich nun direkt auf die Differen-
tialoperatoren iibersetzen. Aus (b) lesen wir ab:

e Fiir p =k =0 folgt aus d(f - g) = fdg + gdf, dass grad (f - g) = f grad g + ggrad f

e Fiir p =0,k =1 folgt aus d(fw) = df Aw+ fdw, dass rot (fv) = grad f x U+ frot v
Aus (c) ergibt sich:

e Fiir p = 0 folgt aus d(df) = 0, dass rot grad f =0

e Fiir p =1 folgt aus 0 = xddw = *d* *dw, dass divrot v = 0.

1.90 Definition. Geschlossene und exakte Formen

Eine p-Form w heifit geschlossen, wenn dw = 0 ist. Sie heifit exakt, wenn w = dv fiir ein
ve N,_1(M), wenn sie also eine Stammform besitzt.

Wegen Bemerkung [1.88| (c) gilt
w ist exakt = w ist geschlossen.

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nur lokal.

1.91 Satz. Lemma von Poincaré

Sei w € A, (M) geschlossen, also dw = 0. Sei V' C M offen und zusammenziehbar, d.h.
diffeomorph zu einem sternférmigen Gebiet im R™. Dann existiert v € A,_1(V) so, dass
w[v = dv.

Beweis. Der folgende Beweis lauft {iber eine explizite Rechnung im R". Ein eleganterer
Beweis unter Verwendung des Homotopie-Operators wird in den Ubungen erarbeitet.
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Sei ¢ : V — U C R" ein Diffeomorphismus auf das sternférmige Gebiet U C R™. Dann ist
w := p,w eine geschlossene p-Form auf U und nach dem Lemma von Poincaré auf dem R",
das wir gleich zeigen werden, existiert eine Stammform 7 € A,_;(U), also @ = dv. Dann
ist v := ¢ aber Stammform zu w, da dp*v = p*dv = p*0 = w.

Wir zeigen nun das Poincaré Lemma auf dem R"”. Sei dazu U C R" 0.B.d.A. sternférmig
beziiglich des Ursprungs. Wir definieren zunéchst fiir beliebiges w € A,(U) mit w =
>, wrdg!, die Abbildung PP : A,(U) — A,—1(U) mit

P =33 (-1 ( / 1wy (1) g, dt) dg"*

I a=1

Hier haben wir die Schreibweise I = (iy,...,1,) fiir ein geordnetes p-Tupel 1 < 4; <
- < i, < n eingefiihrt. Es bezeichnet d¢/ = dg"* A --- Adg» € A,(U) und d¢’* =
dg'* A+ Adgie A--- ANdg» € Ay,_1(U), wobei der Hut wieder Auslassung bedeutet.

Wir werden zeigen, dass w = dPPw + PPHldw gilt, woraus dann fiir geschlossenes w sofort
w = d(PPw) folgt, also die Existenz einer Stammform. Zunéchst berechnen wir

dPfw = ZZZ (/ tpl%%dt) dg’ A dg"

(=1 I a=1

=2 Z_:(—l)c” (/ t”gqe (tq) g dt) dg* A dg™
+3 i (/01 tpl—a(wg;fj i) dt) dq’ .

Andererseits ist

und somit

b 0w L Oow
PPl = (/ Lt dt>d1+ -1 (/ Ly idt)d’%d”‘ .
o= S ([ )+ S ([ o) i

Fiir die Summe ergibt sich schliefllich

dPPw+ PPHldw = Z / ( tQ)% + ptP~ %uf(tq)) dt dg’
= Z/ tpCUI tq dt dq’ Zw]dq = w.

]

Den allgemeinen Satz aus der Cohomologietheorie konnen wir nur ohne Beweis angeben:

1.92 Satz. Zur Existenz von Stammformen

Sei w € A, (M) geschlossen, also dw = 0. Falls in M jede p-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit stetig auf einen Punkt zusammenziehbar ist, so folgt

w=dr fir en vel, (M),

dann ist also w exakt.
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1.93 Beispiel. Auf der 2-Sphire S? ist also jede geschlossene 1-Form exakt, da sich jede
geschlossene Kurve stetig auf einen Punkt zusammenziehen lisst. Da aber S? in sich selbst
nicht stetig zusammengezogen werden kann, gibt es 2-Formen (die wegen dimS? = 2 alle

geschlossen sind), die nicht exakt sind (z.B. die Volumenform aus Bemerkung [1.77)).

Die duflere Ableitung von Differentialformen ist also auf jeder Mannigfaltigkeit ohne weitere
Struktur definiert. Versucht man allgemeine Tensorfelder zu differenzieren, stellt sich die
Frage, wie man im Differenzenquotienten Tensorfelder ¢(z) und ¢(z + dz) an verschiedenen
Punkten vergleicht. Im Gegensatz zum gewohnten Fall R™ liegen t(x) und t(x + dx) ja in
verschiedenen Réumen, némlich in 7, M und T, 5,.M. In einer Karte konnte man zwar
beispielsweise fiir ein Vektorfeld v € T (M)

o'

Dv = D(v'9,,) = 0. Og; @ Oy,
j

definieren. Diese Definition ist aber nicht kartenunabhéngig und liefert somit kein globales
Tensorfeld in TZ(M).

Um Tensorfelder abzuleiten, benotigt man weitere Strukturen, die eine koordinatenun-
abhéngige Identifikation benachbarter Tangentialrdume erlauben:

e Ein Zusammenhang V bildet Vektorfelder auf Felder linearer Abbildungen ab, also

To (M) auf T} (M):

VX |.(,v)eT,M
ist die Richtungsableitung von X in Richtung v € T, M an der Stelle y € M. Ein Zu-
sammenhang liefert bzw. kann definiert werden durch eine Identifikation benachbarter
Tangentialraume. Eine Metrik auf M induziert einen Zusammenhang, den sogenann-
ten Levi-Civita-Zusammenhang. Wir werden uns in dieser Vorlesung nicht weiter mit
Zusammenhéngen befassen.

e Alternativ liefert ein Vektorfeld X selbst eine Identifikation benachbarter Tensorraume,
nimlich {iber den zugehorigen Fluss ®;X. Mit Hilfe des Pullbacks ®X* kann man nun
den Raum T,"M bei y = ®;*(x) mit T, M identifizieren und erhélt im Limes ¢t — 0
die Lie-Ableitung. Aber: man leitet jetzt in Richtung eines Vektorfeldes, nicht in
Richtung eines Vektors ab!

1.94 Definition. Die Lie-Ableitung

Fiir X € 7;'(M) ist die Lie-Ableitung von
T € TJ (M) definiert durch

OXr — 1 d
Lyt =lim—t+— = —® 7 |,_.
XTI T a2t T heo

1.95 Bemerkung. (a) Fiir r = s =0 ist

Lxf = 35 0@ g = df(X) = (df X)),

also die in Bemerkung definierte Lie-Ableitung von Funktionen. In diesem Fall
héngt Ly f(y) nur von X (y) ab.
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(b) Fiir r+s > 0 héngt Lx7(y) nicht nur von X (y) ab, sondern von X auf einer Umgebung
vony € M.

1.96 Proposition. Eigenschaften der Lie-Ableitung

Seien t1,ty € T7 (M), ts € TZ (M), t, € T,5(M) und X € TH(M). Dann gilt
(i) Lx(t1 +t2) = Lyxt; + Lxts
(i) Lx(t; ®t3) = Lxt; @t3+ 11 ® Lxts

(i) Lx(t1]ts) = (Lxty|ts) + (t1] Lxts)

Beweis. Fiir ®;* gilt
(i) O *(t + t2) = Bty + DXty
(i) O (t; @ t3) = PX*t; @ O ¥ty
(i) D7 (k1 | ta) = (D711 | Dy La) -
Ableiten nach t liefert jeweils die Behauptung. O]

1.97 Bemerkung. Fiir isometrische bzw. kanonische Transformationen gilt
O*g =g bzw. O (t;[ts), = (D't | D ta),.
Also gilt fiir die erzeugenden Killingschen bzw. Hamiltonschen Vektorfelder X
L (t1 | t2)g = (Lxty[t2)g + (t1 | Lxta)g -

Achtung: fiir allgemeine Vektorfelder gilt das nicht, da dann auch g selbst “abgeleitet”
werden muss!

1.98 Bemerkung. (a) Im Beweis von Satz haben wir gezeigt, dass fiir einen Dif-
feomorphismus 1 : M; — M, und ein Vektorfeld X € T'(M;) gilt:

Yot =0 0y

Also ist
U () = (O )T VT e TT (M),

oder nach Ableiten
Yo LxT = Ly, x0T .

Die Lie-Ableitung Lx ist also natiirlich in Bezug auf Diffeomorphismen.
(b) Da d mit (®;X)* vertauscht, d(®;*)*w = (®;*)*dw, vertauscht es auch mit Ly,

dLXw = Lxdw.

1.99 Definition. Sei X € 7;/(M) und w € A,(M), dann ist das innere Produkt ixw €
A,—1(M) definiert durch

ixw(vi, ..y Vpo1) |y = w(X (y),v1, .., vp-1) -

Also (ZXw)i1-~~ip_1 = X]w]'il...ip_l .
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1.100 Satz. Lie-Ableitung auf Differentialformen: die Cartansche Formel
Fiir X € 738 (M) und w € A, (M) ist

LXw = ide + d(@Xw) .
Auf Differentialformen gilt also
LX :iXOd+dOix.

Beweis. Fiir f € T(M) ist gemif Bemerkung (a) Lxf=df(X
per Definition. Fiir w = w;d¢’ gilt einerseits mit Proposition (
(

= Zxdf und Z)(f =0
, dass

X)d¢’ + w;d(d¢’ (X)),

11

~ —

Lxw;dq = (Lxw;)dq’ + w;Lxdq’ = dw;(X)d¢’ + w;dLxq¢’ = dw,
und andererseits

(ixd + diX)wjdqj = dwj(X)dqj —d¢? (X)dw; + d¢? (X)dw; + wjd(dqj(X))
= dw;(X)d¢’ 4+ w;d(dg’ (X))
Damit ist Ly = ix od+doix auf Ag und A;. Wiederum mit Proposition m (ii) gilt fiir

w€ A und v € Ay,
Lx(wAv)=LxwAv+wA Lxv

und
(ixd+dix)(wAv) = ix(dwAv—wAdv)+dw(X)y —wAixv)
= ixdw Av+dwANixy —w(X)dr +w A ixdy
+ dw(X)Av+w(X)dy —dw Aixy +w Adixy
= (ZXd+dlx)w/\V+W/\(Zxd+dZX)V

Per Induktion folgt nun, dass Lx und dix + ixd auch auf w = ﬁZ(z‘) widg™ A - Adg'
iibereinstimmen. O

1.101 Definition. Die Lie-Klammer von Vektorfeldern
Die Lie-Klammer zweier Vektorfelder X, Y € T;'(M) ist das Vektorfeld

LxY =:[X,Y].
Auf TP (M) gilt wegen Propositionm (iii), Bemerkung|1.95| (a) und Bemerkung[1.98| (b)
Lixy)f = (df|[X,Y]) = (df|LxY) = Lx(df[Y) = (dLxf]Y) = LxLyf— LyLxf,
was die Kommutatorschreibweise erklirt und mit Bemerkung [1.98] (b) auch
Lix yidf = LxLydf — Ly Lxdf

liefert. AuBerdem folgt [X,Y] = —[Y, X], da L_x = —Lx und da die Wirkung auf 7 das
Vektorfeld eindeutig festlegt.

1.102 Proposition. Fiir ¢t € 77(M) und X,Y € T;H(M) gilt
Lixyit = (LxLy — Ly Lx)t
und die Jacobi-Identitét
XY 2N+ Y (2, X+ 2, X, Y] = 0.
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Beweis. Ubungsaufgabe. O

1.103 Beispiele. Sei X in einer Karte gegeben durch X = X9,,.
(a) Fir f € 7 ist Lxf = (df | X) = §LX* =: f,X".
(b) Fiir w = w;dg' € TP ist

Lxw = (Lxw;)dq" +w;d(Lxq") = Wi k X*dg' + w;d(XY)
= Wik X*dq' + winkqu = (wig X* 4+ sz)dqi )

(c) Da Lixy)f = X/0;Y'0;f —Y70,X'0if = (XY, —Y7/X")f; , hat der Kommutator
die Koordinatendarstellung

Lixy) = (XY = YIX')a,, .

1.7 Integration

Man kann nun n-Formen auf n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten integrieren, bzw. p-Formen
auf p-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten. Aufgrund des folgenden Lemmas reicht es,
den ersten Fall zu betrachten.

1.104 Lemma. Sei w eine p-Form auf M und N C M eine p-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit (moglicherweise berandet). Dann ist der Pull-Back @ := w|y := ¥*w (mit
¥ : N — M die natiirliche Injektion) eine p-Form auf N, die wir auch die Einschriankung
von w auf N nennen.

Auflerdem gilt mit Bemerkung ganz allgemein fiir glatte Abbildungen f : M; — Mo,
w € Apy(Ms) und @ := f*w € Ay(M;), dass

(i) dw=0 = do=0 (Dennd® =df'w= f*dw=0)

i) w=dv = w=dv (Dennw = f*w= f*dv=df*v =dv)
Insbesondere ist also die Einschrénkung einer geschlossenen Form geschlossen und die Ein-
schrankung einer exakten Form exakt.

Nun definiert man Integrale iiber n-Formen auf n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten, in-
dem man sie auf (Lebesgue-)Integrale im R™ zuriickfiihrt. Zunéchst tun wir dies in einem
Kartengebiet.

1.105 Definition. Das Integral auf einem Kartengebiet
Sei (V, ) Karte auf M und w € A,,(M) mit

suppw :={r € M |w(xz) A0} C V.

M 14 (V) R

n
+

Dann ist

wobei
puw = w(g)dg' A+ Adg" € A, (RY)

und d"¢q das n-dimensionale Lebesguemafl auf R" bezeichnet.

40

08.12.2016



1.7 Integration

1.106 Bemerkung. Unabhingigkeit von der Kartenwahl

Die Definition | o w ist, bis auf die Orientierung, unabhéingig von der Wahl der Karte. Seien
¢ und @ zwei gleichorientierte Karten auf V, also fiir ® = @ o ¢! ist detD® > 0, dann
gilt mit dem Transformationssatz im R"

/@ o P / w(g)d"q = / (@0 ®)(q) det(DB(q)) d"q "=° / 5§ d"g = /¢ . P

da w(q) = (@ o ®)(q) det(DP(q)). Letzteres folgt aus dem Transformationsverhalten von
Volumenformen: wegen d@/ = (D®)!dq" gilt mit ¢ = ®(q)

w=o(q)dg' A AdG" = (@0 @)(q) (D)) (q) - (DD)], (q)dg” A~ Adg™
= (wo®)(q) e( ®(q))dg' A--- Adg"
= w(g)dg' A---Adg".
Um auch Funktionen integrieren zu konnen, deren Tréager nicht innerhalb eines Kartenge-

biets liegt, zerlegt man das Integral mit Hilfe einer “Zerlegung der Eins”.

1.107 Definition. Zerlegung der Eins

Sei M eine Mannigfaltigkeit und A = (V}, ;)ics ein Atlas. Eine an A adaptierte Zerle-
gung der Eins (x;)cs ist eine Familie von glatten Funktionen y; : M — [0, 1] mit den
Eigenschaften:

(a) Jedes x; hat Triger in nur einem Kartengebiet: suppy; C V;.

(b) Die Zerlegung ist lokal endlich: Zu jedem = € M gibt es eine Umgebung U so, dass
UN suppy; # O nur fiir endlich viele i € I.

(c) Die x; summieren sich iiberall zu Eins: ) ., x;(z) = 1 fiir alle x € M.

Man beachte, dass aufgrund der lokalen Endlichkeit die Summe in (¢) immer nur endlich
viele Terme ungleich Null enthélt.

1.108 Bemerkung. Zur Existenz einer Zerlegung der Eins

Auf parakompakten Mannigfaltigkeiten existiert zu jedem Atlas eine adaptierte Zerlegung
der Eins. Der R"™ mit der {iblichen Topologie ist parakompakt und Untermannigfaltigkei-
ten parakompakter Mannigfaltigkeiten sind ebenfalls wieder parakompakt. Tatséchlich sind
Gegenbeispiele zur Parakompaktheit so ausgefallen, dass die Parakompaktheit oft bei der
Definition von Mannigfaltigkeiten in Form des 2ten Abzéhlbarkeitsaxioms angenommen
wird (dieses hatten wir nicht in die Definition aufgenommen). Da wir auf geometrische
Aspekte fokussieren wollen, beschréinken wir uns auf die Integration von Formen mit kom-
paktem Trager. Da aber Kompakta immer auch parakompakt sind, konnen wir im folgenden
immer von der Existenz einer Zerlegung der Eins ausgehen.

Sei also (V;, ¢;) ein positiv orientierter Atlas der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M. Fiir
w € A, (M) mit kompaktem Tréger ist

suppw C LmJV;j =: OXN/J =V
j=1 j=1

und es existiert dann immer eine an (‘7], ©j)j=1,...m adaptierte Zerlegung der Eins (x;),=1

auf V.

.....

1.109 Bemerkung. Verhalten am Rand
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3R]
Dass der Triager suppw in einer offen Menge +
V' enthalten ist, impliziert nicht, dass w auf svep 1o
dem Rand OM von M Null ist. 4
P(v)

1.110 Definition. Das Integral iiber n-Formen

Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit und (V;, ¢;) ein positiv orientierter Atlas. Sei w €
A, (M) und supp w kompakt. Dann ist

[o =3 [ e = / p3s(05)
M j=1"VY

wobei x; eine Zerlegung der Eins ist, welche an eine endliche Uberdeckung des Trigers
durch Kartengebiete V; adaptiert ist.

Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl der Karte und der Wahl der Zerlegung
der Eins. Die Unabhéngigkeit von der Kartenwahl haben wir bereits in Bemerkung [1.106
besprochen. Sei nun Y, eine weitere an V; adaptierte Zerlegung der Eins. Dann ist

Z/ 90]* ij = Z/ SOj*(XjZ;(iw)
=1 il j=17%i(Vj) i=1

> i)
i (V;NV;)

= Z/ pix(XGXiw) =
ji=1" % (ViNVi) jri=1

7i=1
- ;/i(%) %*(; XjXiw) = ;/i(%) Vix(Xiw) -

1.111 Bemerkung. Das Integral von Funktionen
Ist auf M eine Volumenform Q € A, (M) vorgegeben, so schreibt man fiir f € C5°(M)

auch
-l

1.112 Beispiel. Sei M = [a,b] C R berandete Mannigfaltigkeit und f € C§°(M) (daraus
folgt nicht, dass f(a) = f(b) = 0 ist, da M selbst kompakt ist). Dann ist df € Ay(M) und
suppdf kompakt, und es gilt in der natiirlichen Karte ¢ = Idg

baf
/Mdfz/a Shde =) = f@ = | 1.

1.113 Bemerkung. Das Integral iiber Untermannigfaltigkeiten

Sei M eine Mannigfaltigkeit, N C M eine orientierte, moglicherweise berandete, Unter-
mannigfaltigkeit der Dimension p < n und w € A,(M) mit kompaktem Tréger. Dann

definieren wir
/ W= / vr'w,
N N
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wobei ¢ : N — M die natiirliche Injektion bezeichnet.

Tatséchlich muss N keine Untermannigfaltigkeit sein: Fiir jede p-dimensionale orientierte
Mannigfaltigkeit und glatte Abbildung v : N — M kann man das Integral analog definie-
ren. Beispielsweise konnte N = S' sein und (N) C M eine geschlossene Kurve die sich
selbst iiberschneidet.

1.114 Bemerkung. Orientierung des Randes

Ist M eine orientierte Mannigfaltigkeit, so ist auch der Rand OM orientierbar und die
Orientierung auf M induziert eine solche auf OM: Sei (V;, ¢;) ein positiv orientierter Atlas
auf M, dann sei (V;|anr, ©ilon) negativ orientiert. Anders gesagt: Ist dg' A --- A dg™ eine
positive Volumenform auf M, so ist in randadaptierten Karten —dg?A- - -Adg" eine positive
Volumenform auf OM.

Wir zeigen nun die Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Integral- und Differentialrech-
nung auf berandete Mannigfaltigkeiten:

1.115 Satz. Satz von Stokes
Sei M eine berandete, orientierte Mannigfaltigkeit und w € A,,_1(M) habe kompakten

Tréager. Dann gilt
/ dw = / w,
M oM

wobei M, wie oben beschrieben, die Orientierung von M erbt.

Auf Untermannigfaltigkeiten ergibt sich dann sofort folgende Version des Satzes:

1.116 Korollar. Sei M eine Mannigfaltigkeit und N C M eine orientierte, moglicherwei-
se berandete Untermannigfaltigkeit der Dimension p. Sei w € A,_1(M) mit kompaktem

Tréager, dann gilt mit Lemma [1.104) und Bemerkung[1.113

/dw:/ w,
N ON

wobei ON wieder die Orientierung von N erbt.

Auch hier kénnen wir statt einer Untermannigfaltigkeit wieder das glatte Bild ¢(N) C M
einer p-dimensionalen Mannigfaltigkeit N betrachten.

1.117 Bemerkung. (a) Die Forderung nach kompaktem Triger dient einerseits dazu,
Konvergenzprobleme zu umgehen, ist aber andererseits auch am Rand wichtig: Als
Beispiel betrachte M = (a,b), also 9M = ), und die Funktion f(z) = z. Dann ist

b
/df=b—a7é F=0,
a oM

was nicht im Widerspruch zum Satz von Stokes steht, da f keinen kompakten Tréger
hat. Auf M = [a,b] ist OM = {a,b} und f(z) = = hat kompakten Tréger.

(b) Die Aussage, dass ddw = 0 fiir jedes w € A, (M) entspricht der Tatsache, dass der
Rand eines Randes leer ist, also 0ON = (:

O:/ddw:/ dw:/ w=20.
N AN OON
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1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

Beweis. des Stokesschen Satzes:
Sei (V;, ;) eine endliche Uberdeckung von supp w mit randadaptierten, positiv orientierten
Karten und y; eine adaptierte Zerlegung der Eins. Setze w = ), xiw =: >, w;, dann ist

/de:;/%dwi

und es geniigt [i, dw; =[5, wi zu zeigen. In einer randadaptierten Karte hat w; die

Form
n

wi:Zaj(q)dql/\'--/\ch\j/\~~/\dq",
j=1

und, da U*dg' = 0, gilt (mit der Injektion ¥ : M — M)

w; =U*w; = a1(0,qa, ..., qn)dg® A --- Adg".
oM
Es ist
— daj(q), \j-
dw; = (=1 Mgt A Adg”
w Z 8qj( )" dg q",
7=1
also

oa;
dw; / udnr'} ] 1d A---Adg"
/ z s
oo oa; -
= Z/ dCh/ dgo / d%%(_l)rl
j=1 0 —00 —00 d;

= —/ dQ2"'/ dgn ai(0,q2,- -+ 1 qn)

- [ O ey = [
B aMNV;
O

1.118 Beispiele. (a) Betrachte den Kreisring M = {(z,y) € R?|§ < 2? +y*> < 1} und

die 1-Form w = %ﬁ/ﬁdy (“=dy”). Dann ist dw = 0, also [,, dw = 0, und ebenfalls

2 2m
/ w—/ w+/ w—/ dgp—/ dp =27 —-21=0.
oM r24y2=1 x2+y2:% 0 0

Beachte, dass w zwar lokal das Differential der Winkel-
funktion ¢ ist, aber nicht auf ganz M exakt sein kann, ]
denn w = dv implizierte
E Ty
2772/ w:/ dl/:/ v=20
St st oSt 3M
da 95! = 0.

(b) Die iiblichen Integralsétze der Vektoranalysis ergeben sich jetzt als Spezialfélle des
Stokesschen Satzes (vgl. Beispiel [1.89)).

(i) Sei C':[0,1] — R" eine berandete Kurve im R™ mit C'(0) = a und C(1) = b und
f e CeR™).
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Dann ist ds

of | ; c
df = /—dqﬂ = /gradf-d§ : 3 Yy i&
/c c 0gj c

= acf = f(b) = f(a).

(ii) Sei M eine 2-dimensional berandete Untermannigfaltigkeit des R* und w = w;d¢?
eine kompakt getragene 1-Form. Dann ist einerseits

/ w = / w;dg’ = / W-ds
oM oM oM
und andererseits

/de = /M*(*dw) = /M(rotcﬁ)j*dqj

d¢® A dg? B
= / rotd- [ d¢® Adg' | = / rot@ - dF'.
M dg' A dg? M

Wir erhalten also den klassischen Satz von Stokes im R?:

/ Q-d§:/rot(ﬁ-dﬁ.
oM M

(ili) Sei M eine 3-dimensionale berandete Untermannigfaltigkeit des R* und w =
*(w;dg?) eine kompakt getragene 2-Form. Dann ist

/ w:/ wj *dg’ :/ & - dF

OM oM oM

und
/dw :/**d*wjdqj :/*dich:/diches:/diV(DdV.
M M M M M

Wir erhalten also den Gauflschen Satz im R3:
/ G- -dF = / divi dV .
oM M

1.119 Definition. Diffeotopie (=Glatte Homotopie)

Es seien Ny = ¢o(N) und N; = ¢1(N) jeweils das glatte Bild einer p-dimensionalen
Mannigfaltigkeit N in der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M, also ¢y : N — M und
1 N — M glatt. Es heiflen 1y und v diffeotop (oder glatt homotop), falls es ein
glattes F': [0,1] x N — M gibt, sodass

Yo=Foiw:N—-Ny und ¢y =Fou :N — Ny,

wobei 1g und ¢; jeweils die Injektion von N in {0} x N bzw. {1} x N ist. Ist N berandet,
so fordert man zusétzlich, dass ¥glogny = ¥1lony = F(t,-)|on fiir alle t € (0,1), und spricht
von Diffeotopie bei festem Rand.

45



1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

Ein weiteres Korollar zum Satz von Stokes ist dann die folgende Aussage: Das Integral einer
geschlossenen Form iiber das glatte Bild einer p-dimensionalen Mannigfaltigkeit &ndert sich
nicht, wenn man letzteres glatt deformiert ohne das Bild des Randes zu &ndern.

1.120 Satz. Invarianz des Integrals von geschlossenen Formen unter Diffeotopien

Es seien Ny = ¥o(N) und Ny = 11 (NV) jeweils das glatte Bild einer p-dimensionalen, orien-
tierbaren Mannigfaltigkeit N in der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M. Es sei entweder
N randlos, oder ¥y|gn = 11|an. Falls ¢y und 1, diffeotop sind, so gilt fiir jede geschlossene
Form w € A,(M) mit kompaktem Tréger, dass

[o=[ w
No Ny

Beweis. Ubungen. O

Insbesondere verschwindet also das Integral einer geschlossenen Form iiber jede auf einen
Punkt zusammenziehbare Untermannigfaltigkeit ohne Rand.

1.121 Proposition. Invarianz des Integrals unter Diffeomorphismen
Sei @ : My — M, ein Diffeomorphismus und w € A, (M;). Dann ist

/w:/ d.w.
M Mo

Beweis. Vgl. Bemerkung [1.106] O

1.122 Korollar. Sei w € A, (M), V C M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit und
X € T4 (M) habe kompakten Triger in V, d.h. supp(X) NV sei kompakt. Dann ist

fyivo= fmve=3
Ixw = Lxyw=— w
ov 1% de X (V)

und insbesondere
/ LXw = 0,
M

Beweis. Die erste Gleichheit folgt aus der Cartanformel und dem Satz von Stokes. Sie kann
als verallgemeinerte Version des Gauflschen Satzes gelesen werden. Die zweite Gleichheit
ist die infinitesimale Version von Proposition [1.121

. d w X
L= &Vol (@ (V) o

falls M keinen Rand hat.

m
1.123 Korollar. Sei ® : M — M ein Diffeomorphismus und €2 eine n-Form mit ®*Q2 = Q.

Dann gilt fiir alle f € C§°(M)
Q= o ®)Q)
| 1= o)

Beweis. Folgt sofort aus Proposition [1.121] und

O (fQ) = (fod)P* Q= (fod).
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1.7 Integration

1.124 Bemerkung. Integral iiber messbare bzw. integrierbare Funktionen

Der Integralbegriff aus Definition [1.110] l&8t sich offensichtlich auf messbare Funktionen
erweitern: Sei 2 € A,,(M) positiv und f : M — [0, 00) messbar, dann setzt man

/MfQ B ;/@i(%) SOZ*(XzfQ) . /i(Vi)(X’Lf v MZ*Q
—= i o ;1 Q dTL ,
Ei:/%(vi)(xf ¢; () Qq)d"q

wobei das letzte Integral wieder ein gewohnliches Lebesgueintegral ist. Man nennt f in-
tegrierbar, falls [, [f|2 < oo und definiert fiir integrierbares f € L'(M,Q) wie iiblich

foQ = foJrQ_foiQ'

Als Anwendung zeigen wir noch einen berithmten (aber nicht sehr relevanten) Satz aus der
statistischen Mechanik:

1.125 Satz. Poincaréscher Wiederkehrsatz

Sei @, : M — M ein Fluss und 2 € A, (M) eine invariante Volumenform, also ®;2 = .
Sei A C M Borel-messbar mit Q(A) := [,, x40 < co und ®,(A) C A.

Fiir jedes messbare B C A gilt dann, dass fast alle Punkte in B unendlich oft nach B
zuriickkehren. Genauer gilt, dass die Menge

G :={z € B|®4(x) € B fiir unendlich viele t € N}
volles Maf§ hat, Q(G) = Q(B).

Beweis. Es ist K, = (J;2, ®_;(B) die Menge der Punkte in A, die nach n oder mehreren
ganzzahligen Zeltschrltten mlndestens einmal nach B kommen. Es gilt

BCKyDKiDKyD---DK,.1DK,.

und somit

Nach Annahme ist

und somit

Q(G) = lim QBN (N, K,)) =QUBNK,) — ZQ (BN (K;_1\K;)) = QB),

m—0o0

denn BN Ky = B und aus Q(K,,) = Q(K,_1) und K,, C K,,_; folgt Q(K,, 1\K,)=0. O

Was besagt der Poincarésche Wiederkehrsatz physikalisch? Sei dazu beispielsweise ®; der
Hamiltonsche Fluss fiir ein System aus N Gasteilchen in einem Container. Wie wir bald
sehen werden, konnen wir einen solchen Fluss auf einer kompakten Energieschale betrachten
und auf dieser gibt es eine invariante Volumenform.

Der Poincarésche Satz sagt dann beispielsweise, dass wenn fiir t = 0 alle N ~ 10?? Teilchen
in einem beliebig kleinen Gebiet nahe einer Ecke starten, so wird es unendlich viele spétere
Zeiten geben, zu denen wieder alle Gasteilchen in diesem Gebiet sind.
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3 . vip
¢ R T o
N . * . LY

— . | =

t=¢ tz=n t=sm

Urspriinglich war diese Beobachtung als Einwand gegen Boltzmanns Erklarung der Ir-
reversibilitdat dieses Prozesses gedacht: denn wir erwarten ja, dass sich ein solches Gas
gleichméfig im ganzen Container ausbreitet und sich nie wieder in eine Ecke zuriickzieht.

Tatséchlich ist dieser Einwand aber irrelevant, da fiir ein solches System die Wiederkehr-
zeiten (m im Bild oben) astronomisch grof sind (vermutlich grofier als das Alter des Uni-
versums).
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische
Geometrie

Ein Hamiltonsches System auf R*" wird bestimmt durch eine Funktion H € C?*(R*",R)
und ist das Differentialgleichungssystem

_ 9H(q,p)
op;  ap=@w),Pw)’

__0H(q,p)

0 (1) = =50

(@:p)=(Q(t),P(t))

wobei x = (q1, ..., qn, P15 ,Pn) = (¢,p) € R*" und die Losungskurve u(t, zo) =: (Q(t, o), P(t, z0))
ist. Es heifit H die Hamiltonfunktion (oder Gesamtenergie), R*" der Phasenraum und n

die Anzahl der Freiheitsgrade. Weiterhin heifit ¢ € R™ die Konfiguration und p € R™ der

Impuls.

In kompakter Form lautet das Differentialgleichungssystem
() uw=Xpgou
mit dem Hamiltonschen Vektorfeld
Xy = J")'VH = JVH,

wobei die zweite Gleichheit nur fiir die Standardform

J = ( e ) € M(2n,R)

gilt. Im Allgemeinen wird J = —J7 eine schiefsymmetrische Matrix mit vollem Rang sein
und wir nennen eine solche Matrix symplektisch.

Als erste einfache Konsequenz der speziellen Struktur Hamiltonscher Systeme findet man
die Energieerhaltung:

JvH

H ist entlang der Losungskurven von ()
konstant, da
(VH ,(J5) 'V H)pen =0

und somit Xy = (JT)"'VH tangential an
die Hohenflachen von H ist.

2.1 Symplektische Vektorraume

Wie immer ist es niitzlich, zunéchst den linearen Fall zu verstehen. Wir betrachten dazu
symplektische Vektorrdume und lineare Hamiltonsche Systeme. Damit die Hamiltonschen
Differentialgleichungen linear werden, muss H : R?® — R quadratisch sein, also

H(z) = H(0) + i(x, Az)
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

mit A € M(2n,R). Dann ist
VH(z) = $(Az + A"z) = L(A+ AT) .

Also kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass A symmetrisch A = A7 und H(0) = 0 ist. Dann
ist

VH(z)= Ax
und die Hamiltonschen Gleichungen sind linear,
u=(J') ' Au.

Setzt man B := (JT)71A, so ergibt sich aus
Bf'J=A"J'J=A"=A wd JB=JJ")'A=-JJ'A=-A,

dass
BT'J+JB=0.

2.1 Definition. Eine Matrix B € M(2n,R) heifit infinitesimal symplektisch beziiglich
einer symplektischen Matrix .J, falls

BYJ+JB=0.

Der Unterraum der infinitesimal symplektischen Endomorphismen wird mit sp(2n) C
L(R?") bezeichnet. Es gilt tr B = 0 fiir B € sp(2n), da

trB=—tr(J 'BTJ) = —tr (BY) = —tr B,

2.2 Proposition. Lineare Hamiltonsche Systeme sind volumenerhaltend bzgl. des Lebes-
guemafBes \ auf R?": es gilt also

MA) = A\(@7(A))  fiir alle A € B(R™).

Geometrisch formuliert gilt
PFe =¢,

wobei e =dg¢' A... Adg® Adp' A ... Adp" die kanonische Volumenform auf R?" ist.

20.12.2016

Beweis. Es ist
OX(z) =ePr  und  det(e!P) =B =0 =1,

Also folgt die Aussage mit dem Transformationssatz. O

2.3 Bemerkung. Ein linearer Hamiltonscher Fluss erhélt nicht nur das Volumen, es gilt

auch
(@) TIRF =]

Beweis. Ubung. [
Also lésst ein linearer Hamiltonscher Fluss die schiefsymmetrische Bilinearform
wo : R x R™ =R, wo(u,v) = (u, Jv)gn

invariant, d.h.
wo (DX, D) = wo(u,v),

dhnlich wie eine orthogonale Transformation das kanonische Skalarprodukt (-, -)gen des R*"
invariant lasst.
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2.1 Symplektische Vektorrdume

2.4 Beispiel. Der harmonische Oszillator
Sei n =1, also M = R?,

1, W, 0 1
H(g,p)=5p"+ ¢ und J (_1 0)'
Dann lauten die Hamiltonschen Gleichungen

oH : oH

5 0 _ __od _ 2
Q= 8p(Q’P) P, P aq(QJD) w Q.
Es ist H quadratisch H-= 1 NP
s ist H quadratisch, 2 ¢owat. o
1 . w? 0
H(x)—§<x,Ax> mit A—( 0 1), Y7H
und :
0 1 ifn 2 4
S _ (7T\— _
u-(J)1VHOU—(J)1Au—(_w2 O)u. g
————
B Q)
Also ist

1

oXn B — (oSl LS g et X — 1
—wsinwt coswt

Wir zeigen nun, dass schiefsymmetrische Bilinearformen eine sehr einfache Normalform
haben. Dies ist z.B. analog zu der Diagonalform symmetrischer Bilinearformen zu sehen.

2.5 Satz. Normalform fiir schiefsymmetrische Bilinearformen

Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum und w eine schiefsymmetrische Bilinearform mit
Rangw = r, wobei der Rang von w gleich dem basisunabhingigen Rang der darstellenden
Matrix J;; := w(e;, €;) ist.

Dann gilt » = 2m fiir ein m € Ny und es gibt eine Basis in der J folgende Form hat:

0 L,xm O
J=1 —1,.xm 0 0 | e M(n xn,R).
0 0 0

Beweis. Fiir w # 0 existieren aq,b; € V mit ¢; := w(ar, l~)1) #0.
Setze ay := a1 /c; und by = by. Es ist dann

w(al,al) = W(bl,bl) =0

und
w(al, bl) =1= —w(bl,al).

Wir definieren den Unterraum P; = Span{ay, b} C V und das symplektische Komplement

Py ={veV|wvu) =0 fir alleu € P, }.
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

Es gilt in diesem speziellen Fall, dass P’ N Py = {0} und P+ P, =V, denn fiir v € V gilt
v —w(a,v)by +w(by,v)ay € PP

(Warnung: Fiir allgemeine Unterrdume W C V' gilt weder W*NW = {0} noch W« 4+ W =
V. Dazu spéter mehr.) Nun betrachtet man w eingeschriankt auf den n — 2-dimensionalen
Unterraum P}’ und konstruiert induktiv a;, b; und P; solange, bis w|pw = 0 ist. Die gesuchte
Basis von V' erhélt man dann, indem man (ay, ..., amy, by, ..., by,) durch eine beliebige Basis
von Py zu einer Basis von V' ergénzt. [

2.6 Definition. Symplektische Formen, Ridume und Abbildungen

(a) Eine nichtentartete schiefsymmetrische Bilinearform w : V x V' — R auf einem R-
Vektorraum V' heiit symplektische Form. Das Paar (V,w) heifit dann symplekti-
scher Vektorraum. Mit Satz gilt dimV =n = 2m fiir ein m € N.

(b) Sind (V,w) und (W, o) symplektische Rédume, so heifit eine lineare Abbildung f : V —
W symplektisch, wenn

[fo=w,

also
ffo(u,v) == o(fu, fv) =w(u,v) fir alle u,v € V.

2.7 Bemerkung. (a) Satz besagt nicht, dass jede schiefsymmetrische Matrix &hn-
lich zu obiger Normalform ist. Denn die darstellende Matrix J einer Bilinearform
transformiert sich unter einem Basiswechsel S gemif J = S7JS und nicht wie die
darstellende Matrix A einer linearen Abbildung, fiir die ein Basiswechsel eine Ahn-
lichkeitstransformation A = S~1AS ist.

(b) Die symplektischen Endomorphismen f € L(V) sind also diejenigen, die die sym-
plektische Form w erhalten, d.h. f*w = w erfiillen. Sei A die darstellende Matrix
von f und J die darstellende Matrix von w in einer beliebigen Basis von V. Es ist f
symplektisch, genau dann wenn (Ubungsaufgabe)

ATJA=TJ.

Also ist mit Bemerkung [2.3]jeder lineare Hamiltonsche Fluss (IDtXH symplektisch. Mul-
tipliziert man obige Gleichung mit J~!, so ergibt sich J AT J A = 1. Also gilt fiir
symplektisches A, dass

At =J7tAT T,
was wir im folgenden mehrmals verwenden werden.

(c) Es ist zwar jede symplektische Abbildung volumenerhaltend, da wegen

1
detA

= detA™! = det(J tATJ) = det AT = detA

|detA| = 1 gilt. Im Allgemeinen ist aber nicht jede volumenerhaltende Abbildung
symplektisch. Sei beispielsweise R* mit der kanonischen symplektischen Form wy ver-
sehen und f : R* — R* die Abbildung (21, z2, z3,14) = (=1, —T9, T3, 24), dann ist
f sogar orthogonal, aber nicht symplektisch, da w(f(eq), f(e3)) = —w(eq, e3).

2.8 Proposition. Sei (V,w) ein symplektischer Raum und f € £(V') eine symplektische
Abbildung. Dann gilt detf = 1, es ist also f sowohl volumen-, als auch orientierungserhal-
tend.

52



2.1 Symplektische Vektorrdume

Beweis. Sei dimV = n = 2m und (e;) eine Basis, in der die darstellende Matrix J von w

Normalform hat, also
m
W= Z el Nemt
j=1

wobei (¢7) die zu (e;) duale Basis von V* bezeichne. Dann gilt

1, 2 n (=D)immm2
e=e Ne"AN---ANe :Tw/\'--/\w.
m—mal
Damit folgt aus f*w = w auch f*c = ¢ und somit
e = fre=det(f)e,
also det f = 1. m

2.9 Proposition. Die symplektische Gruppe

Sei (V,w) ein symplektischer Raum, dann bildet die Menge der symplektischen Endomor-
phismen f : V' — V unter Komposition eine Gruppe, genannt die symplektische Gruppe
Sp (V,w).

Beweis. Ubung. O]

2.10 Bemerkung. Sei f € Sp(V,w) und A € C Eigenwert von f. Dann sind auch A A1
und A\~! Eigenwerte von f.

Beweis. Da f reell ist, ist mit A auch A Eigenwert. Wir miissen also nur zeigen, dass
auch \~! ein Eigenwert ist (A # 0, da f invertierbar). Seien A und J wieder darstellende
Matrizen von f und w, und betrachte das charakteristische Polynom:

det(A — A1) = det(AT — A1) = det(J (AT — A\1)J) = det(J'ATT — A1)
= det(A™ = A1) = det(AA—l(E — A))

)
1

= ()\)Qm det(A’l) det(A — —1).
= A

]

2.11 Satz. Eigenwerte symplektischer Abbildungen
Sei f € Sp(V,w) und A € C Eigenwert von f mit algebraischer Vielfachheit k. Dann sind

auch A\, \™! und A\~! Eigenwerte mit Vielfachheit k. Sind +1 oder —1 Eigenwerte, so haben
sie gerade Vielfachheit.

Beweis. Fiir P(\) = det(A — \1) gilt nach obiger Bemerkung, dass P(\) = \*™P(
Ao der Eigenwert der Vielfachheit k, also

). Sei

1
A

P(A) = (A= 20)"Q(N)

und
1 1

P(3)¥m = (0= 20 Q0) = (ol (5 - ) Q).
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

Da Q(A) ein Polynom vom Grad 2m — k ist, ist

A6

. 1
ok Q(A\)  ein Polynom in T

Also ist /\io cine Nullstelle der Multiplizitit ¢ > k von P(3). Vertauschen der Rollen von
Ao und /\io liefert ¢ = k. Nun gilt A\g = 1/X¢ genau dann wenn \g € {£1}. Da dimV = 2m
gerade ist und da die Zahl der anderen Eigenwerte gerade ist, miissen +1 und —1 zusammen
gerade Multiplizitdt haben, wegen det A = 1 aber dann auch einzeln. O]

Fir dimV = 2 treten folgende Fille fiir die Eigenwerte einer symplektischen Abbildung
auf:

A=d=1l=1 -

- A
N %

Qualitativ konnte f jeweils ein Element aus den folgenden Fliissen sein:

=

>l

N

N
N,

>\

N
N7

/N

Na

2.12 Bemerkung. Wie SO(R"™) ist auch Sp(R**) C L(R?") eine Untermannigfaltigkeit
und insbesondere ein topologischer Raum. Betrachtet man Wege in Sp(R?"), so liefert der
obige Satz beispielsweise, dass die Eigenwerte den Einheitskreis bzw. die reelle Achse nicht
verlassen kénnen, solange sie isoliert sind:

Y.
NN

Dieses Verhalten ist wichtig, wenn wir Stérungen Hamiltonscher Systeme betrachten.

dah

Wir haben bereits beim linearen Hamiltonschen Fluss gesehen, dass eine infinitesimal sym-
plektische Abbildung B eine symplektische Abbildung ®;*# = ¢! erzeugt. Diesen Zusam-
menhang wollen wir nun etwas allgemeiner verstehen.

2.13 Definition. Infinitesimal symplektische Abbildung

Eine lineare Abbildung B € L(V) heifit infinitesimal symplektisch beziiglich einer
symplektischen Form w, wenn

w(Bu,v) +w(u, Bv) =0 fur alle u,v € V.
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2.1 Symplektische Vektorrdume

Den Vektorraum dieser Abbildungen bezeichnen wir mit sp(V, w).

2.14 Definition. Lie Algebra

Eine Lie-Algebra ist ein Vektorraum V mit einer bilinearen schiefsymmetrischen Abbil-
dung
[, ] VXV =SV,

welche die Jacobi-Identitét
[A, B, (J]] + [(J, A, B]] + [B, c, A]} —0 firalle A, B,CeV
erfullt.

2.15 Lemma. Der Kommutator
Der Kommutator von A, B € L(V) sei

[A,B] := AB — BA.
Es ist (sp(V,w),[-,]) eine Lie-Algebra.

Beweis. Offensichtlich ist (L£(V), [, -]) eine Lie-Algebra. Es bleibt also zu zeigen, dass mit
A, B € sp(V,w) auch [A, B] € sp(V,w):
w([4, BJu,v) + w(u, [A, Blv) = w(ABu,v)—w(BAu,v)+ w(u, ABv) — w(u, BAv)
—w(Bu, Av) + w(Au, Bv) — w(Au, Bv) + w(Bu, Av)
0.

O
Analog zu Satz findet man fiir die Eigenwerte infinitesimal symplektischer Abbildun-

gen den folgenden Satz.
2.16 Satz. Eigenwerte infinitesimal symplektischer Abbildungen

Sei (V,w) ein symplektischer Raum und B € sp(V,w). Ist A Eigenwert von B der Multpli-
zitat k, so sind auch —A, A und —\ Eigenwerte der Multiplizitéat k. Ist Null Eigenwert, so
hat er gerade Multiplizitét.

Fiir B € sp(R? wp) treten also folgende Fille auf:
(a) A =ia fir « € R, also A = —)\
(b) A = 0 zweifach entartet
(c) A= a fiir a € R, also A = )

2.17 Bemerkung. zu Lie-Gruppen

Durch Exponentieren von Endomorphismen in sp(V, w) erhélt man Abbildungen in Sp(V, w):

Lie-Algebra . Lie-Gruppe
sp(V, w) Sp(V,w)
B — eB

Eine Lie-Gruppe ist eine Mannigfaltigkeit G die gleichzeitig eine Gruppe ist, und zwar so,
dass die Gruppenverkniipfung G — G : g — f o g fiir jedes f € G glatt ist. Beispiele sind
eben Sp(V,w), SO(R™) oder SU(C™).
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

= wlu,e PePv) = w(u,v).

Der Kommutator der Lie-Algebra kommt ins Spiel, wenn man den Kommutator der Grup-
penelemente nahe der Identitdt betrachtet,

e*AeB — oFBet = c2[A, B] + O(£%).

2.2 Hamiltonsche Mechanik auf symplektischen Mannigfaltigkeiten

2.18 Definition. Symplektische Mannigfaltigkeit

Eine symplektische Form auf einer Mannigfaltigkeit M ist eine geschlossene, nicht entar-
tete 2-Form w auf M, also w € Ay(M) mit dw = 0. Das Paar (M, w) heifit symplektische
Mannigfaltigkeit.

2.19 Bemerkung. (a) Aus Satz folgt, dass die Dimension von M gerade sein muss.
(b) Falls w exakt ist, so heifit (M,w) exakt symplektisch.
(c) Auf M = T*R" ist w := Y.}, d¢/ A dp’ die kanonische symplektische Form.

Wie wir wissen (vgl. Bemerkung [1.61)), liefert eine nichtentartete 2-Form w einen Isomor-
phismus von 7' (M) und T,°(M) :

XeT!l= X" =w(lX, ) =ixwe TAM).

2.20 Definition. Hamiltonsche Vektorfelder

Ein Vektorfeld X € 73 (M) auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit (M,w) heift Ha-
miltonsches Vektorfeld, wenn w(X, -) eine exakte 1-Form ist, bzw. lokal Hamiltonsch,
falls w(X, -) geschlossen ist.

Fiir H € T?(M) heiBt das durch w mit dH assoziierte Vektorfeld X, also

w(XH, ) = dH,

das von H erzeugte Hamiltonsche Vektorfeld.

Die Abbildung C*(M) — T,/ (M), H — Xp ist linear, also Xg, 15, = Xz, + Xpg, und
XaH = OéXH fiir a € R.

2.21 Beispiel. Fiir 7*R" = Rl x R und eine symplektischen Form w € Ay(T*R") sei
Ji; = w(e;, e;). Fir H € C>(T*R™) folgt

w(Xg,Y)=dH(Y) VY € T (T*R™) X;,lejw =YIio,H VY € T} (T*R")
JUX;{:a]H V]:1,72TL
J'Xy =VH

Xy =JN'VH.

Tt 00

56

10.01.2017



2.2 Hamiltonsche Mechanik auf symplektischen Mannigfaltigkeiten

Hat J die kanonische Form Jy = _O]l ]é ), so ergeben sich wegen (JI)~! = Jj fiir das
Hamiltonsche Vektorfeld Xz mit
oOH oH ,
(Xn); = und  (Xg)jsn = —5— j=1,....n,

~ op;
die iiblichen Hamiltonschen Gleichungen.

Es stellt sich die Frage, in welchem Sinne wy auf T*R™ kanonisch ist? Wie wir nun zeigen,
ldsst sich auf beliebigen Kotangentialbiindeln 7*M eine kanonische symplektische Form
definieren. Dazu definieren wir zunéichst die kanonische 1-Form ©q auf 7*M und dann wy
als deren duflere Ableitung.

Sei y = (z,v*) € T*M (also € M und v* € T M) und Y € T (T*M), dann sei

(G0 1Y) = (v 1Tr(Y ()
m m m M
Ty (T*M) T,(T*M) T;M  T,M

wobei m : T*M — M die Projektion (z,v*) +— z auf den FuBipunkt sei und somit die
Tangentialabbildung eine Abbildung

Tr: T(T*M) — TM
ist. O¢(y) wirkt auf Y (y) also wie v* auf T'7n(Y (y)).

Y(y) € T,(T*M)

M

M

TrY(y) € TuM

2.22 Definition. Die kanonische symplektische Form

Die oben definierte Form 0, € T,°(T*M) heifit kanonische 1-Form auf dem Kotangenti-
albiindel. Die Form wy = —d©, € T’ (T*M) heifit kanonische symplektische Form auf
dem Phasenraum P = T"M.

2.23 Bemerkung. In einer Biindelkarte T : T*V — T*¢(V) = p(V) x R* C R} x R}
bezeichnen wir die Koordinaten im ersten Faktor mit ¢ und im zweiten mit p. Ein Punkt
(¢.p) € T*M bezeichnet also den Kovektor p;dg’ € T; M am Punkt ¢ € M.

Ein Vektorfeld Y € 7 (T*M) kénnen wir dann lokal als

Y(q,p) = v'(q,p) Oy + w'(q,p) Op,

schreiben, wobei der Index 7 jetzt von 1 bis n lauft. Es ist

T Y(q,p) = Ui(‘]ap) a‘h

o7



2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

und
<@o(q,p)|Y(q,p)> = (p;jdq’ |v'(q,p) 9g;) = piv'(¢.p) = (p;dd’ | Y (q,p)) -

Daher gilt ©y = p;d¢’, wobei zu beachten ist, dass ©q eine 1-Form auf T*M und nicht auf
M ist! Allerdings verschwindet ©, auf allen Vektoren tangential an die Fasern von 7% M.

Fiir die kanonische symplektische Form ergibt sich dann
wo = —dOy = —dp' Adg’ = dg' Adp'.

Es ist wy also insbesondere nicht entartet und definiert tatséchlich eine symplektische Form.
Die darstellende Matrix beziiglich der Koordinatenbasis (0y,, .- ., 04,, Opy, - - - » Op, ) hat auf
dem gesamten Kartengebiet die Form

0 Ly
_]lnxn 0 .
2.24 Satz. von Darboux
Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit der Dimension 2n und x € M. Dann exi-

stiert eine Karte (V, ) mit z € V, so dass mit ¢ : V — R*" o(z) =: (¢(), p(z)), auf ganz
V gilt

w = Z dg' A dp'.
i=1
Eine Karte in der w diese Form hat heifit kanonische Karte oder Darboux-Karte.

Beweis. Wir zeigen eine etwas allgemeinere Aussage:

2.25 Lemma. Mosers Trick

Seien Uy, U; C R?*" offene Umgebungen von 0 € R?" und wy, w; symplektische Formen
auf Uy bzw. U;. Dann existiert eine offene Umgebung U C Uy N U; der Null und ein
Diffeomorphismus F : U — U mit wy|y = F*(w;|y) und F(0) = 0.

Die Aussage des Satzes folgt dann, indem wir in einer lokalen Karte (V, @) setzen: Uy =

o(V), Uy = R?™, wy = guw und wy = Yy . dg" A dp’. Die Karte (V,¢) ist dann gegeben
durch V = ¢ (U) und ¢ = F o |y . O

Beweis. von Mosers Trick. Mit Satz kénnen wir durch eine lineare Transformation des
R?" erreichen, dass wy(0) = w;(0). Aus Griinden der Ubersichtlichkeit fithren wir diese
Transformation im folgenden nicht mit.
Den Diffeomorphismus F' = F} konstruieren wir als Losung der Differentialgleichung

d

&Ft :XtOFt

mit Anfangswert Fy = Id und einem noch zu konstruierenden zeitabhéngigen Vektorfeld
X;. Dabei ist X; so beschaffen, dass

Lxw =wy—w; mit w = (1 —1t)wy+ tw; (%)

gilt. Damit folgt aber, dass fiir alle Zeiten F}'w; = wy gilt, denn Fjwy = wy undE]

d ., . d
&Ft Wt = Ft (Ltht + &u}t) =0.

"Warum tritt hier wirklich Lx, auf? (—) (=)

o8
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2.2 Hamiltonsche Mechanik auf symplektischen Mannigfaltigkeiten

Um nun X; mit der Eigenschaft (x) zu finden, stellen wir zunéchst fest, dass w;|y fiir alle
t € [0, 1] eine symplektische Form ist, wenn wir nur die Umgebung U der Null klein genug
wéhlen. Denn w;(0) = wp(0) = w1 (0) ist konstant und nicht entartet fiir alle t.

Wihlen wir U zusammenziehbar, so ist auf U die geschlossene Form wy — w; exakt, also
wo — wy = df. Andererseits ist auch w; geschlossen und mit Cartan’s Formel gilt Lx,w; =
dix,w:. Wir miissen also

itht =40 + df

fiir ein beliebiges f € Ag(U) und alle t € [0, 1] erreichen, um (*) zu bekommen. Da w;
auf U nicht entartet ist, gibt es aber zu jedem f so ein X;. Durch geeignete Wahl von f
erreichen wir #(0) + df(0) = 0 und somit X;(0) = 0 und F;(0) =0 fur alle t € [0,1]. O

2.26 Bemerkung. Man kann also auf jeder symplektischen Mannigfaltigkeit durch ge-
eignete Koordinatenwahl w auf die Normalform w = """ | dg* Adp* bringen, und zwar nicht
nur punktweise, sondern jeweils lokal auf einer offenen Umgebung.

Fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten gilt kein analoges Resultat. Man kann zwar zu (M, g)
und = € M eine Karte finden mit g(z) = >, d¢’ ® d¢’ aber

gly = dq¢' @ d¢’

fiir eine offene Umgebung V' von z ist genau dann moglich, wenn die Kriimmung von g auf
ganz V verschwindet, g also flach ist.

Ein zentrales Resultat der klassischen Mechanik ist der Satz von Liouville, der besagt, dass
Hamiltonsche Fliisse (also Fliisse zu Hamiltonschen Vektorfeldern) symplektisch sind, also
die symplektische Form invariant lassen.

Wiirde die Differentialgleichung %Ft = X o I} lauten, so wire F; ein Fluss, und es wiirde wie iiblich gelten

d * d * d * *
qFw= g(FHS) wl _, = g(Fs o Fy)'w| _, = F;

d

$F5w|

.
R Fi Lxw.

Da das Vektorfeld aber von ¢ abhéngt, muss man zunéchst den nicht autonomen Fluss

d
a%¢t§ =<X}O‘bms, ¢SJ ::Idv

betrachten. Fiir diesen gilt das Kompositionsgesetz
(bt,O - (bt,s o (bs,O .

Nun gilt (Fx = ®+0)

d . d « d . d « d . X
aF,g w= a(@t,o) w= &((PPFS,O) W‘S:o = &(‘I)Hsvt °© ®y0) “’|s:o = E((I)tvo) (Prts,t) w|s:0
d .
= Fta(‘bws,t) w|5:0

Um dies auszuwerten, betrachten wir nochmal das Anfangswertproblem, das ®; s erfiillt,

d
*‘I’t-‘-s,t = Xt+s ] ¢’t+s,t 5 ‘PH-s,t’ P Ida
ds s=0

und vergleichen mit dem (autonomen!) Fluss

d
L =Xeo®s, @ =1d.

Bei s = 0 stimmen ®;4,: und ®5 samt ihren Ableitungen iiberein, und deshalb gilt tatséchlich

d * d *
g(qms,t) wl = $¢>Sw\szo = Lx,w.
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

2.27 Satz. Liouville

Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit mit dimM = 2n und Xy das von H €
C*(M) erzeugte Hamiltonsche Vektorfeld. Dann gilt fiir den von Xy erzeugten Fluss

X
O =w

und somit auch
QWA Aw) =wA--Aw firl <k <n.

TV TV
k—mal k—mal

Bewess. Es ist

LXHCU = (iXHd+diXH)w :iXH dw + dH =0.
=0 =0

Wegen CIDS(H =1d, also CIDS(H*w = w, und

d
a@f{H*w = OX Ly, w =0

folgt dann die Aussage. O
2.28 Definition. Das Liouville-Maf}

Die Volumenform

(n=1)n
2

Q.- = =

o @AW/L"'/\%EA%(M)

n—mal

heifit das Liouville-Maf. In jeder kanonischen Karte gilt
Q=d¢g' A---Adg" Adp' A--- Adp™.

2.29 Korollar. Invarianz des Liouville Mafles
Ein Hamiltonscher Fluss ®;'% 1i8t Q invariant, d.h.

PO = Q.
Man sagt, Hamiltonsche Fliisse sind volumenerhaltend.

2.30 Definition. Die Poissonklammer

Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit und f, g € C*°(M). Die Poissonklammer
von f und g ist die Funktion

{f.9} = w(Xy, X,y) € CF(M).
Es gilt offenbar
1f,9) = w(Xy, Xy) = ix,w(Xy,) = ix,df = Lx,f = —Lx,g.
2.31 Bemerkung. In einer kanonischen Karte gilt
N~ (9f 99 Of 9g
thek= z; (8% dpi Op; 0qi>'

Fiir die Koordinatenfunktionen gelten dann die kanonischen Relationen

{qi7Qj} = {pnpj} =0 und {Qiapj} = 5ij-
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2.2 Hamiltonsche Mechanik auf symplektischen Mannigfaltigkeiten

2.32 Proposition. Zeitentwicklung von Funktionen

Seien g, H € C*(M) und sei ® der von Xy erzeugte Fluss. Dann 16st g(t) := g o ® die
Differentialgleichung

9 4(t) = {ott), H}.

Es ist g(t) = ¢(0) falls {g, H} = 0, und somit insbesondere H(t) = H o ® = H.
Beweis. Ubungsaufgabe O]

2.33 Definition. Symplektische Abbildung und kanonische Transformation

Seien (M, w) und (N, o) symplektische Mannigfaltigkeiten. Eine glatte Abbildung ¥ : M —
N heifit symplektisch, falls

Vg =w.

Ein symplektischer Diffeomorphismus heiffit Symplektomorphismus oder kanonische
Transformation.

2.34 Proposition. Kanonische Transformation von Hamiltonschen Vektorfeldern
Sei ¥ : M — N eine kanonische Transformation und f € C*°(N). Dann gilt

U Xy = Xy
Beweis. Da w nicht entartet ist, folgt dies aus

wXgf,Y) = AP A)Y) = (Td)Y) = df(W.Y)oV = o(X;,U,Y)o W
(U,w)(X;, U,Y) 0¥ = w(T*X,,Y).

17.01.2017
2.35 Korollar. Die Lieklammer Hamiltonscher Vektorfelder

Die Lie-Klammer Hamiltonscher Vektorfelder ist wieder ein Hamiltonsches Vektorfeld und
Zwar

[(Xg, Xy] = Xitgy-
Beweis. X, erzeuge den lokalen Fluss ®;, dann ist nach Proposition [2.34]

und Ableiten bei t = 0 liefert
Lx, Xy = XLng,

da die Abbildung f — X/ ja linear ist. Nun ist nach Definition Lx,f ={f. g} und
nach Definition [1.101| Lx, X = [ X, X{]. O

2.36 Korollar. Die Form der Hamiltonschen Gleichungen ist unter kanonischen Transfor-
mationen invariant: Sei H € C*°(M) und (g, p) eine kanonische Karte auf M. Dann ist
nach Beispiel in dieser Karte

oOH
== OH OH
Xy = 9 )::—8.——8..
H (_5(;_1;[ apz qi an pi

61



2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

Sei nun ¥ : M — N eine kanonische Transformation und K := W, H = H o U1, Dann ist
(Q,P) = (q,p) o ¥~! eine kanonische Karte auf N und in dieser Karte ist

oK
V. Xy =Xk = ( Ok ) :
o)
Beweis. Die Aussage V, Xy = Xi wurde bereits in Proposition gezeigt. Es bleibt zu
zeigen, dass (@, P) eine kanonische Karte ist, was aus
0(0q,,0p,) = 0(V.0y,, ¥.0,,) = V0 (0y,, 0p,) © U =w(9,, Op,;) © gt

folgt.
O

2.37 Satz. Der Vektorraum der glatten Funktion C*°(M) bildet mit der Poissonklammer
{+} - OF(M) x C%*(M) — C%(M)
eine Lie-Algebra.

Beweis. Bilinearitdat und Antisymmetrie der Poissonklammer sind klar. Die Jacobi-Identitat
folgt aus der Jacobi-Identitét fiir die entsprechenden Vektorfelder mit Korollar 2.35 [

Die zugehorige Lie-Gruppe ist die Gruppe der kanonischen Transformationen.

Es gibt aber noch andere Moglichkeiten, kanonische Transformationen zu ,,erzeugen®. Wir
betrachten zundchst wieder den linearen Fall.

2.38 Definition. Isotrope und Lagrangesche Unterrdume

Sei (V,w) ein symplektischer Vektorraum und F° C V' ein Unterraum. Das symplektische
Komplement von F'ist der Unterraum

F={veV|w f)=0 VfeF}.

Ein Unterraum F C V heifit isotrop, wenn F C F“, also wenn w|r = 0, und Lagran-
gesch, falls F' = .

2.39 Beispiele. Sei V =R x R? und w = wy = ), dg’ A dp’.
(a) =V = Fr={0}
() B=R'x {0}, = F¢=F
(c) Fs={0}y xRy = Fy =Fj

2.40 Satz. Dimensionsformel

(a) dimF + dimF¥ = dimV
(b) F=F* <& FCF*unddimF = idimV

Beweis. In einer kanonischen Basis gilt
Fe={veV|{@wJf)y=0 VfeF}.

Also ist F* das orthogonale Komplement von JF und offensichtlich ist dimJF = dimF'.
Das zeigt (a). Aussage (b) folgt sofort aus (a). O
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2.2 Hamiltonsche Mechanik auf symplektischen Mannigfaltigkeiten

2.41 Definition. Direkte Summe symplektischer Vektorraume

Seien (Vi,w;) und (Va,wsy) symplektische Vektorrdume und m; : Vi x Vo — V;, i = 1,2, die
Projektionen. Dann ist

* *
w1 O wy = W1 — T2

eine symplektische Form auf V; x V5.

Beweis. Bilinearitédt, Antisymmetrie und voller Rang folgen alle sofort aus der Definition

w1 © w2((’01, v2), (W1, w2)) = w1 (v, w1) — wa (v, w2) .

2.42 Satz. Kanonische Transformationen und Lagrangesche Unterrdume

Ein Isomorphismus A : V; — V5 symplektischer Vektorraume (V3, wy) und (Va, ws) ist genau
dann symplektisch, wenn sein Graph

Fa={(v,Av)[veVi} CVixV;

Lagrangesch ist bzgl. der symplektischen Form w; & ws.

Beweis. Da T4 ein Unterraum der Dimension $dim(V; x V3) ist, ist er genau dann Lagran-
gesch, wenn er isotrop ist. Es ist nun I'y C I'Y genau dann wenn

wy © wa ((v, Av), (w, Aw)) =0  fiir alle v,w € Vi,

also
wi (v, w) — we(Av, Aw) =0 fiir alle v,w € V; .

Das ist genau dann der Fall, wenn A symplektisch ist. O]

2.43 Definition. Isotrope und Lagrangesche Untermannigfaltigkeiten

Sei (P,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit und I : L — P die Einbettung einer Unter-
mannigfaltigkeit L. Es heifit L isotrop, wenn I*w = 0 und Lagrangesch, wenn auflerdem
dim L = % dim P.

2.44 Beispiel. Fiir dim P = 2 ist jede eindimensionale Untermannigfaltigkeit L. Lagran-
gesch, da [*w eine 2-Form auf L und damit Null ist.

2.45 Satz. Kanonische Transformationen und Lagrangesche Untermannigfaltigkeiten

Sei W : P, — P, ein Diffeomorphismus der symplektischen Mannigfaltigkeiten (P, w;).
Dann ist ¥ genau dann symplektisch, wenn der Graph

F\p:{(l’,\l’(x))|$EP1}CP1 X P

von V¥ eine Lagrangesche Untermannigfaltigkeit von P; x P, beziiglich der symplektischen
Form Q := w; © wy ist.

Beweis. Analog zu Satz (Ubung). O
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

Wir fithren nun den in der Physik sehr wichtigen Begriff der erzeugenden Funktion einer
kanonischen Transformation ein. Wir haben gerade gesehen, dass ein Diffeomorphismus
U : My — M, genau dann eine kanonische Transformation ist, wenn der Graph I'y C
My x M, Lagrangesch ist, d.h.

0=I"0=—-I"dO = —-dI"©

gilt, wobei I : 'y — M; x M, wieder die Injektion ist. Es ist die Einschrankung I*© auf
['y aber genau dann geschlossen wenn sie lokal exakt ist, wenn also zu jedem Punkt z € I'y
eine Umgebung V' C I'y und eine Funktion S auf V' existieren mit

—1'0|y, =ds.

Eine solche Funktion S heifit lokale erzeugende Funktion fiir W. Wir halten also fest,
dass ein Diffeomorphismus ¥ genau dann symplektisch ist, wenn die Einschrénkung I*©
lokal eine Stammform S besitzt. Man kann dieses Kriterium einerseits verwenden, um zu
zeigen, dass ein gegebener Diffeomorphismus symplektisch ist. Andererseits kann man mit
Hilfe einer erzeugenden Funktion auch lokal kanonische Transformationen konstruieren.
Seien dazu zundchst W : M; — My eine kanonische Transformation und (g, p) kanonische
Koordinaten auf U; C M;. Dann sind die Funktionen

(Q,P) = (q,p)o V™"

kanonische Koordinaten auf Uy := W (U;) und (q,p, @, P) ist eine Karte auf U; x Us.
Zumindest lokal auf U; x U, ist dann

Q= w1 O wy = —de
mit
= @1@@2277'1(@1—71';@2 auf U1 XUQ,
wobei beispielsweise ©; = p;d¢’ und O, = U,0; = P,dQ" gewihlt werden kann, also

0 = pd¢' — PdQ".

Da ¥ kanonisch ist, existiert eine Umgebung V' C I'y N (U; x Us) und eine erzeugende
Funktion S auf V' mit

—I"ely =ds.
Es sind offenbar (¢,p) und (@, P) jeweils auch eine Karte fiir V, da I'y ja Graph einer
Funktion von (g, p) ist und (¢q,p) = (Q, P) o V.

Wir nehmen nun an, dass eines der Koordinatenpaare (¢, @), (q, P), (p, Q) oder (p, P)
ebenfalls eine Karte fiir V' ist und unterscheiden die folgenden vier Félle:

(1) Sei (q,Q) eine Karte fiir V' C I'y. Dann ist S eine Funktion S; (¢, Q) von (g1, - -+ , Gn, Q1, - - -

und es gilt . ' . '
I'e = I"(pidq' — PdQ") = pidg' — PdQ".
Aus dS; = —I"6 folgt dann aber

88, . 9S, . . . .
45, = LLyg dQ' = —pdqi + PAQ’ | 2.1
Sy E)qiq+8QiQ pidg’ + P,dQ (2.1)
also 83 03
pi:—aqil und Pizﬁ_Qli firi=1,...,n.
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2.2 Hamiltonsche Mechanik auf symplektischen Mannigfaltigkeiten

An dieser Stelle wechseln wir nun die Perspektive: Angenommen wir geben uns nicht
die Abbildung ¥ : M; — Ms vor, sondern umgekehrt eine glatte Funktion (¢, @),

sodass 95
det !
© (aQiaq) 70
gilt. Setzt man
05 . 05
P (¢,Q) und Pi:= 790, (¢,Q)

so ist nach Annahme die Abbildung (¢, @) — (g, p) (lokal) invertierbar, die Abbildung
(¢,p) — @ also wohldefiniert, und somit auch ¥ : (q,p) — (Q(q,p), P(¢,Q(g,p))).
Andererseits ist auch (¢, Q) — (Q, P) (lokal) invertierbar, die Abbildung (@, P) — ¢
also wohldefiniert, und somit auch ¥=! : (Q, P) ~ (q,p). Der so durch S; definierte
lokale Diffeomorphismus ¥ des R?" ist dann automatisch eine kanonische Transfor-
mation beziiglich der kanonischen symplektischen Form, da

351 aSl
I'y = <7__ 5 )7( y A 4o > RQn RQn ) U
v={((1-5600). (@ 5 0Q)) e B x B (0 €
eine Lagrangesche Untermannigfaltigkeit von R?" x R?" ist. Letzteres folgt sofort

wieder aus

I'o=-rdo=dds; =0
und dimIl'y = 2n.
(2) Es sei S nun eine Funktion Sy(¢q, P) und © = © + d(Q;P;) = pidg’ + Q;dP?. Dann

gilt immer noch d© = dO = —Q. Wie zuvor erhalten wir aus
0S5y .,  0Sy | . ~
dS; = dq’ dP' = -I"
dass 55 95
2 2
P="%, (¢,P) und Q=-27(¢P)

eine lokale kanonische Transformation definiert, falls

det <8qalgj%> #0 ist.

(3) Fiir S = S3(p, Q) und © = © — d(gip;) = —q:dp’ — P,dQ" ergibt sich

0Ss . . 0Sy . . _
— ) hdad-d i _J*
dSs o, dp' + 3QidQ O,
also 95 95
3 3
1= (p,@) un 20 (p, Q)
(4) Fiir S = Sy(p, P) und © = © + d(Q; P, — ¢;p;) = —q:dp’ + Q;dP" ergibt sich
oS, . . 0SS, . ~
dsS, = dp' + —dP' = —-I"06
! Op; P 0P,
also 95 95
_ 4 _
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

2.46 Bemerkung. Allgemeiner kann man natiirlich .S als Funktion von n der 2n Variablen
(@1, -, Gns P15 - - -, Dn) und n der 2n Variablen (Q1, ..., Q,, P1,. .., P,) ansetzen. Lokal kann
man jede kanonische Transformation in mindestens einer solchen Weise schreiben.

2.47 Beispiel. Harmonischer Oszillator

Sei M = T*R mit der kanonischen symplektischen Form wy = dgAdp und H = 1 (p*+w?¢?).
Wir suchen eine kanonische Transformation (¢, p) — (Q, P) so, dass K(Q, P) = w P gilt.
Ein naheliegender Ansatz ist

p(Q,P) = V2Pwcos(Q)

(@, P) = \/?8111(@)

Um zu zeigen, dass diese Transformation kanonisch ist, suchen wir eine erzeugende Funktion
S(q, Q). Es ist § = wcot(Q), also p = wq cot(Q) - —%. Als Kandidat ergibt sich somit
S(q,Q) = —% ¢* cot(Q). Da auch P = CIG g—g gilt, ist (*) kanonisch und in den neuen

(%)

25in?(Q)
Koordinaten liefert K(Q, P) = w P die sehr einfachen Bewegungsgleichungen
. 0K . oK
G=S5=w m K,
deren Losungen
E
Q) =wt+Qo,  P(t)=P=—

sich direkt ablesen lassen. Eingesetzt in (x) erhélt man die Losung in den urspriinglichen
Koordinaten,

p(t) = \/ﬁcos(wt + Qo)

q(t) = \/iigsin(wt + Qo) -

2.48 Beispiel. Bewegung im radialsymmetrischen Potential

Sei nun M = T*R?, wy = dg* Adp* +d¢® Adp? und H(q, p) = 30>+ V(g) mit V € C~(R?)
radialsymmetrisch, also V(q) = W (|g|). Der Drehimpuls L(q,p) = p X q := p1g2 — p2q1 ist
dann erhalten, da {H, L} = 0. Fiir h = H(qo, po) und ¢ = L(qo, po) bleibt die Losungskurve
(q(t),p(t)) also auf der 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit

{(¢;p)| H(q,p) = h, L(q,p) = ¢} .

Wegen der Radialsymmetrie von V' liegt es nahe, fiir ¢ Polarkoordinaten einzufiihren, also

g =rcosyp und @ =rsinyp,

T . . ; 24.01.2017
die wir nun zu kanonischen Koordinaten ausbauen wollen. Dazu setzen wir S = S(p1, p2, 7, ¢)

wie in Fall (3) an, wobei (7, ¢) die Rolle von (Q1, Q2) tibernimmt. Die dort gefundene Be-
ziehung

oS o0S 08 85)

PT7P = \3 a9 »4a 49 _
(41,4, o) <6p1 Opy” Or’ Oy

liefert dann als eine Moglichkeit

S = p17rcos + parsin
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2.3 Integrable Systeme und das Liouville-Arnold Theorem

und somit
P.=picosp+pysing und P, =rpycosy —rpising = poqi —p1g2 = —L.

Nun ist p? + p3 = P? + I:—f und somit
p2 2
K(r,¢,P.,P,) = TT + 52 +W(r)=K(r,P,)
=Wo(r)
ein 1-dimensionales Problem, das wir direkt integrieren kénnen:
=P, =+/2(h — Wy(r))

also

/¢ﬁ£%%w‘/“‘t

Diese beiden Beispiele sind Félle von integrablen Systemen. Der Name kommt daher, dass
man in integrablen Systemen die Losung durch eine oder mehrere eindimensionale Integra-
tionen (sog. “Quadraturen”) bestimmen kann.

2.3 Integrable Systeme und das Liouville-Arnold Theorem

2.49 Definition. Integrable Systeme
Sei H € C*(M) eine Hamiltonfunktion auf der symplektischen Mannigfaltigkeit (M,w)
der Dimension 2n.

(a) Es heifit F' € C*°(M) Konstante der Bewegung, wenn

{F,H}:O,

denn geméiB Proposition gilt dann ja F o ®f = F.
(b) Eine Menge {F}, ..., F}} von Funktionen F; € C*°(M) heifit in Involution, wenn

{F;,F;} =0 fur alle 4,5 € {1,...,k}.

(c) Eine Menge {F1, ..., F}.} von Funktionen F; € C*°(M) heifit auf einer Untermannig-
faltigkeit N C M unabhingig, wenn dF; A --- A dFg(z) # 0 fiir alle z € N.

(d) Eine Menge {F,..., F,,} von Funktionen F; € C*°(M) heifit integrabel, falls die F;
in Involution und unabhéngig sind.

(e) Eine Hamiltonfunktion H heifit integrabel, wenn zusétzlich zu H weitere n — 1
Konstanten der Bewegung F», ..., F, existieren, so dass {H, Fy, ..., F,} integrabel
ist.

Wir werden zeigen, dass integrable Systeme lokal in I aber global in ¢ kanonische Koordi-
naten

(@17"'7307”[17"-7111)
besitzen, so dass in diesen Koordinaten H(p,I) = H(I), also

OH

p; = a—]j = w;(I) und I; =0,
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

und somit

0i(t) = ;(0) +w;(1(0))t und I;(t) = I;(0).
Die I; nennt man Wirkungsvariable, sie sind Erhaltungsgrofien. Die ¢; heiflen Winkel-
variable und wachsen linear in der Zeit mit der Winkelgeschwindigkeit w;(Z(0)).

2.50 Beispiel. Eindimensionale Systeme sind immer integrabel, da H Erhaltungsgrofie
ist. Man muss allerdings die Punkte mit dH = 0, also die stationdren Punkte aus dem
Phasenraum herausnehmen.

Der erste Schritt zu diesem Resultat, genannt das Liouville-Arnold Theorem, ist der fol-
gende Satz, in dem wir die Notation

F:M—=R" zw— F(x)=(Fi(x),...,F,(2))

verwenden. Er besagt, dass die Zusammenhangskomponenten der Niveauflichen F~1({f})
von F n-Tori oder Produkte von k-Tori mit R"* sind. Eine Zusammenhangskomponen-
te eines topologischen Raumes ist eine maximale zusammenhéngende Teilmenge, also eine
zusammenhingende Teilmenge, die in keiner groferen zusammenhéngenden Teilmenge ent-
halten ist. Ein topologischer Raum heifit zusammenhéngend, wenn die einzigen Teilmengen,
die offen und abgeschlossen sind, der ganze Raum und die leere Menge sind.

2.51 Satz. Liouville-Arnold Theorem, Teil 1

Es sei (M, w) eine symplektische Mannigfaltigkeit mit dimM = 2n und {F}, ..., F},} seien in
Involution. Es sei f € F(M) C R" und M; eine Zusammenhangskomponente von F~*({f})
derart, dass auf My die Hamiltonschen Vektorfelder X5, j = 1,...,n, vollstindig sind und
dFy A ... ANdF, # 0 gilt.

Dann ist M; diffeomorph zu T% x R"* wobei T* = (S')* den k-dimensionalen Torus
bezeichne.

Beweis. Nach Definition [1.8|ist M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Es bezeich-
ne ®] den Hamiltonschen Fluss erzeugt von Xp,, der nach Annahme auf M global existiert.
GeméB Proposition folgt aus {F;, F;} = 0, dass F; o ®] = F, fiir alle 4,j = 1,...,n,
also, dass jedes F; fiir jeden Fluss (ID{ Erhaltungsgrofie ist. Damit ist M; invariant unter

allen Fliissen ®] und die Xp, sind alle tangential an M. Die Vektorfelder kommutieren
auch alle, da wegen {F;, F;} = 0 auch

Xr, Xp)| = X¢p,ry =0
gilt. Daraus folgt nach Aufgabe 35, dass auch die zugehorigen Fliisse kommutieren, also
P o®] =d] o®  fiiralle 4,5 € {1,...,n}.
Betrachte nun die Abbildung
U:R"x My — My, (t,2)— @ 0...00} (2)

mit t = (t1,...,t,). Fir Uy : My — Mg, Uy(z) = U(t,2) gilt U = Idy, und U0 ¥y =
Uyt Damit ist ¥ eine Gruppenwirkung der Gruppe R" auf Mjy.

Wegen der Unabhéngigkeit der dF} sind auch die n Vektorfelder Xr, an jedem Punkt in
My linear unabhéngig. Fiir jedes x € M, hat somit die Tangentialabbildung der Funktion

U, :R" = My, t— U, (t) :=VY(t, )
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2.3 Integrable Systeme und das Liouville-Arnold Theorem

bei t = 0 vollen Rang. Mit dem Satz iiber die Umkehrfunktion folgt, dass es jeweils eine
Kugel U, um 0 € R™ gibt so, dass V,|y, ein Diffeomorphismus auf sein Bild ist. Die
Gruppenwirkung ist also lokal frei, d.h. W,(t) = z fiir t € U, impliziert schon t = 0.

to

U, My

/_\

Wegen der Gruppeneigenschaft gibt es zu jedem t € R™ eine solche Kugel (nédmlich U, +t)
und somit ist ¥, : R® — M; zumindest lokal ein Diffeomorphismus. Insbesondere ist
B := ¥,(R") in M/ offen. Es ist B in M/ auch abgeschlossen: sei y € M, \ B, dann ist
auch U, (U,) N B = (), sonst konnten wir ja von y nach B flieBen und dann auch nach x.
Damit ist B in My offen, abgeschlossen und nichtleer, also B = My. Es gibt also zu jedem
y € My ein t € R” mit Uy(z) = y. Diese Eigenschaft der Gruppenwirkung nennt man

Transitivitét.
Die Isotropiegruppe I' eines Punktes x € My ist durch

F=r,:={teR"|V(z) =z}

definiert und wegen der Transitivitdt von ¥ und der Kommutativitdt von R™ unabhéngig
von x: sei 7 € I',, dann folgt

Trans. Komm.

\IIT(y) q]t(\IIT(x)> :‘Ilt(x) =Y,

also auch 7 € I'y. Da die Gruppenwirkung lokal frei ist, ist U, NT' = {0} und fiir 7 € T
ist (1 +U,) NT' = {r}. Damit ist I' eine sogenannte diskrete Untergruppe des R™ und
R"/T" eine Mannigfaltigkeit: fiir jedes [t] € R™/T ist [t + U,] := {[t + s]|s € U,} eine
offene Umgebung auf der man z.B. die Kartenabbildung ¢ : [t + U] — U,, [t +s] — s,
definiert. Schlieflich ist ¥, : R"/I" — My wohldefiniert und injektiv, da t —s € I' genau
dann gilt, wenn W, (t) = WU, (s). Da ¥, auch surjektiv ist und lokal ein Diffeomorphismus,
ist U, : R"/T" — M ein Diffeomorphismus von Mannigfaltigkeiten.

Es bleibt zu zeigen, dass R™/T" diffeomorph zu T* x R"* ist.

V- (We())

2.52 Lemma. Sei I' C R" eine diskrete . . *
Untergruppe und k := dim(spangl’). Dann ’ . .
existieren k linear unabhéingige Vektoren . * * o,
l1,...,0, €T mit . g b ' *

)

k
F:Spanz(él,...,ﬁk) = { Oéigi’@i EZ} . . * .
=1
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

Beweis. Es ist 0 € T und, da ' diskret ist, ist vy := sup{r > 0| B, (0)NT = {0}} > 0.
Falls r; = o0, so ist ' = {0} und wir sind fertig. Falls ; < oo, so gibt es ein ¢; € T" mit
|¢1| = r1. Da I" eine Untergruppe ist, ist also

Iy :=spany(¢;) CT', und fiir L, :=spang(f;) gilt I'ML; =T.

Setze nun ry :=sup{r > 0| B,(L;) NI' =T"1}, wobei B,(L1) := {z € R"|dist(z, L) < r}
der offene Zylinder vom Radius r um den Unterraum L; sei. Es ist sicherlich wieder r > 0,
denn sonst gébe es ja eine Folge (7;) in I' \ I’y mit lim;_, dist(y;, L1) = 0. Da fiir jedes
a; € Z gilt, dass dist(y; — a;¢1, Ly) = dist(y;, L1), konnen wir durch geeignete Wahl von
(o) erreichen, dass die Folge 7, := 7; — a;f; € I' beschrénkt bleibt. Dann enthélt sie aber
eine konvergente Teilfolge die gegen ein Element v € I' N Ly = I'; konvergiert. Wegen der
Diskretheit von I" muss dann aber 7; = v fiir unendlich viele j € N gelten, im Widerspruch
zu 7y ¢ Fl-

Falls r = o0, so ist I' = I'; und wir sind fertig. Falls 5 < 00, so existiert ein ¢, € I'\ T’y
mit dist(fy, L1) = ro und

[y := spany(¢1,05) CT.

Es ist Ly := spang(/1, {3) zweidimensionaler Unterraum, da ja ¢5 ¢ L;. AuBlerdem ist
(*) ', L2 = FQ y

denn I'NB,, (L) = T'; C I'y und, aufgrund der Gruppeneigenschaft, auch I'NB,., (Li+als) =
[y + aly C Ty fiir alle a € Z. Die Mengen B,, (L + als), a € Z, iberdecken aber ganz Lo,
womit (x) folgt.

Das setzt man nun induktiv fort bis I' = I'y. Spétestens bei k = n ist spang (1, --- ,¢,)
R™.

CIll

Somit ist
R"/I' = R"/ZF = (R/Z)" xR"* = TFxR"*,

wobei = jeweils fiir die offensichtliche Diffeomorphie steht. Da wir bereits gezeigt haben,
dass U, fiir beliebiges x € M/ einen Diffeomorphismus von R™/T" auf M/ liefert, ist My
diffeomorph zu T* x R**. Wenn M s kompakt ist, muss & = n und somit M; = T"
gelten. O]

2.53 Korollar. Winkelkoordinaten

Es existieren Frequenzen wy, .. .,w, € R und Winkelkoordinaten ¢ : M; — T% x R"™* auf
My, in denen der von H := F} erzeugte Fluss ® auf M; die Form

0; (P (2)) = pj(z) + w;t (mod2m furj e {1,...,k})

besitzt.

Beweis. Es sei (q,...,{; eine Basis von I' C R" die wir zu einer Basis ¢1,...,¢, des R"
ergiinzen. Fiir festes y € My ist Abbildung U, : [0,2m)" x R"™* — M,

(80177gpn)'_>\1[<z QJWj)y>
j=1

nach Konstruktion injektiv und surjektiv. Wir setzen daher ¢ = W - 1 womit

v (Z soj;:?@,y)
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2.3 Integrable Systeme und das Liouville-Arnold Theorem

fir alle x € My folgt.
Der Vektor e; = (1,0,...,0) € R" besitze nun die Basisdarstellung

n
0=Y" w;;
, 2w

Jj=1

dann ist der von H = Fj erzeugte Fluss gegeben durch

®H(zx) = W((t,0,...,0),2) = ¥(t-(1,0,...,0),z) =
- () e (S H )

1 j=1
_ \1;(

(os(a) 1))

M= 3

, 27
Jj=1
wobei wir im letzten Schritt die Flusseigenschaft von ¥ verwendet haben. O
t2 A
(2] n n
A R I R M;
2m »
o1l
2 \Il:r
)\ A o _ -
» >
27 $1

b

2.54 Bemerkung. Eine Bewegung von dem im Korollar gegebenen Typ auf einem n-Torus
heiflt bedingt-periodische Bewegung.

A Y2 R"

My
2w »
A A >
o(t)
e
» >
2r $1

Fiir den zweidimensionalen Fall sicht man leicht (Ubung), dass fiir oL € Q die Bahn ¢(?)
periodisch ist. Ist 2 ¢ Q, so fiillt die Bahnkurve ¢(R) den 2-Torus T? dicht aus.

Im zweiten Schritt wollen wir nicht nur auf einem einzelnen Torus M; Winkelkoordina-
ten einfithren, sondern diese auf ein offenes Phasenraumgebiet ausdehnen und durch n
sogenannte Wirkungskoordinaten zu kanonischen Koordinaten ergénzen.

2.55 Satz. Liouville-Arnold Theorem, Teil 2

Es sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit mit dimM = 2n und {F7, ..., F,,} seien
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integrabel. Weiterhin nehmen wir an, dass die Hamiltonschen Vektorfelder X, vollstédndig
sind (zu stark, nur auf M.).

Sei fo € F(M) und My, eine Zusammenhangskomponente von F~!({fo}), die nach Satz[2.5]]
diffeomorph zu T* x R"~* ist. Falls k < n ist, miissen wir zusétzlich annehmen, dass es ein
e > 0 gibt so, dass in der Zusammenhangskomponente von F~'({|f — fo| < €}), welche
M, enthélt, alle M; diffeomorph zu T% x R"* sind.

0
Dann gibt es auf einer Umgebung U C M von My, Wirkungskoordinaten / : U — R" und
Winkelkoordinaten ¢ : U — T* x R*~* 50, dass

w=Y dg’ AdD,
j=1
also (¢, I) eine kanonische Karte ist.

In dieser Karte ist H = F eine Funktion nur der Wirkungsvariable, H = H(I), und die
Hamiltonschen Differentialgleichungen haben die Form

OH

pi=gp =D, wd =0, j=1..n

31.01.2017
2.56 Bemerkung. Die zusétzliche Bedingung im Fall £ < n ist tatséchlich notwendig: Sei
beispielsweise M = R? mit der kanonischen symplektischen Form und H(q, p) = %p2 +V(q)

mit einer Potentialfunktion V' € C°°(R) mit lim, ,;  V(¢) = 0. Dann sind die Kurven Mg

zu konstantem H(q,p) = E fiir £ > 0 diffeomorph zu R und fiir £ < 0 diffeomorph zu T*.

Globale Wirkungs-Winkel-Variable kénnen also auf einer offenen Umgebung von M nicht

existieren.

Beweis. Wir kénnen 0.B.d.A. fy = 0 setzen, indem wir F' durch F' — fj ersetzen. Fiir ¢ > 0
sei M. die Zusammenhangskomponente von F~'(B.(0)) welche My, = M, enthilt. Wir
werden im Laufe des Beweises € > 0 in jedem Schritt hochstens verkleinern. Fiir |f| < e
sei My = F~Y({f}) N M., also

M. = | J My

lfl<e
Wir benétigen das folgende Lemma.

2.57 Lemma. von Liouville

Es sei (M, w) eine symplektische Mannigfaltigkeit mit dimM = 2n und {F3,..., F,} seien
integrabel. Dann existieren zu jedem zy € M eine offene Umgebung V' von zy und Funktio-
nen Gy,...,G, € C®(V) so, dass ¢ : V — R*" z — (Fi(x),...,F,(z),Gi(x),...,Gn(z))
eine kanonische Karte auf V ist.

Den Beweis des Lemmas liefern wir spéater nach.

Sei nun xy € My, dann existieren nach dem Lemma von Liouville auf einer offene Umgebung

V von o Funktionen Gy, ..., G, : V — Rso,dass ¢ : V — R* x> (F(2),..., F,(x),Gi(2),...,G,(:
eine kanonische Karte ist. Sei 0.B.d.A. auch G(zp) = 0 und € > 0 so klein, dass B.(0) C

F(V). Dann ist Sy := G'(0) eine Lagrangesche Untermannigfaltigkeit, die zu allen M;

mit |f| < e transversal ist, also je genau einen Schnittpunkt z(f) := ¢ ~1(f,0) € M; N Sy

hat.
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Nun konnen wir auf jeder Menge M; mit |f| < ¢ Winkelkoordinaten ¢ : My — T* x
R™* mit Startpunkt z(f), also ¢;(z(f)) = 0, konstruieren. Dass wir die Basisvektoren
G(f), ..., Le(f) des Gitters I'(f) als glatte Funktionen von f € B.(0) wihlen kénnen, folgt
aus dem Satz iiber implizite Funktionen: Es ist t € I'(f) genau dann wenn U(t, z) = x fir
ein und somit alle x € My. Das ist wiederum genau dann der Fall, wenn G(V(t,z(f))) =
G(z(f)), da F(¥(t,x)) = F(z) wegen der Invarianz von M unter ¥ sowieso gilt. Sei also

H:R" < B(0) = R™, (¢, f) = H(t, [) = G(Y(t,2(f))) = G(x(f)) = GVt 2(f))),

dann lasst sich die Gleichung H(t, f) = 0 lokal um (¢,0) mit ¢ € I'(0) nach t auflosen, da
wegen

OH(t

% =TGo XFZ<\IJ<t,$(f))) =TGo GGZ, = €;
die Matrix 8H6(:’f ) = E, vollen Rang hat. Wir erhalten also ausgehend von einer Ba-
sis £9,...,0% von T'(0) auf einer méglicherweise weiter geschrumpften Kugel B.(0) glatte
Funktionen £y, ..., ¢ : B.(0) — R mit £;(0) = £ und £;(f) € T'(f). Fiir € > 0 klein genug
bleiben ¢y, . .., ¢, auch auf ganz B.(0) linear unabhéngig, da dies eine offene Bedingung ist.

Damit ist die Dimension des Aufspanns von I'(f) auch fiir den Fall £ = n konstant. Nun
ist aber auch noch zu zeigen, dass nicht nur T'y(f) := spang((1(f), ..., ¢(f)) C T(f)
sondern I'y(f) = I'(f) fir f € B.(0). Angenommen, dies wére nicht der Fall, dann gibt
es Folgen f,, € B.(0) und (€ F(fm) \ Fg(fm) mit limy, o frn = 0. O.B.d.A. kann
b € spang,1) (¢4 ( fm), A fm)) gewahlt werden, weshalb {,, eine konvergent Teilfolge
hat, deren Grenzwert ¢ wegen der Stetigkeit von W : R" x M, — M, in I'(0) = I[',(0)
liegen muss, also gleich £;(0) fiir ein j € {1,...,k} ist. Dann muss aber fiir |f,,| < ¢ nach
dem impliziten Funktionensatz ¢, = 0i( fm) gelten, im Widerspruch zur Annahme, dass
gm S F(fm) \ Fé(fm)-

Somit haben wir Winkelkoordinaten ¢ : M, — T* x R"* auf ganz M. konstruiert. Fiir
spatere Zwecke halten wir fest, dass der implizite Funktionensatz auch

ou(f) <8H(t,f))_1 OH(t, f) _OG(Y(t,z(f))

of ot of ‘t:fj(f) B of t=0;(f)
= TGoTUy 0TV o
liefert. Die Matrix azg_}(cf) ist also der linke untere Block von T'W,, (s in der Basisdarstellung
bzgl. der Karte ¢ und an der Stelle (f,0).

Um nun die zugehorigen Wirkungsvariablen zu finden, zeigen wir, dass die Koordinatenvek-
torfelder 9, € 7' (M.) Hamiltonsch sind: Auf der zusammenziehbaren Menge ¢~ ((—, m)*
R™*) gibt es Funktionen I; mit

wi(1) = w0, ) = I’ (*)

X

genau dann, wenn w; geschlossen ist. Nun ist aber nach Konstruktion

Dy, = Z 2]—7TXF also w;(-) = Z Lo(Xp,) = Z 2]—7}dF :
i—1 i—1 i—1

Wir miissen also zeigen, dass £ ;dF" geschlossen ist, oder dquivalent, dass
ol; Oy,
ofi  0f;
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

gilt. Mit dem zuvor Gesagten ist das wiederum &quivalent dazu, dass der linke untere
Block von Aj; := (T'Wy,(s))q in der Basisdarstellung bzgl. der Karte ) an der Stelle (f,0)

symmetrisch ist. Dann gilt
E, 0
(e n)

denn auf Kurven in My ist Wy (s die Identitdt also TWy,5)0c,|nm, = Og,|um, fiir alle i.
Weiterhin folgt aus F(Vy,p(z)) = F(z), dass dFj(TVy,(;0r,) = 0y auf ganz M..
Geméf Bemerkung erfiillt A als symplektischer Isomorphismus AT JA = J, was nach
einer einfachen Rechnung C' = C7T liefert. Damit sind die Koordinatenvektorfelder 0, auf
¢ ((—m,m)F x R"~*) Hamiltonsch, also 8,, = X, fiir geeignete Funktionen I, ..., I,. Nun
gilt aber w(0,,,0,,) = 0, da die 9, tangentlal an die Lagrangemanmgfaltlgkelten M 7 sind
und somit J,,1; = 0. Die I’s also Funktlonen der F’s, d.h. I = IoF mit einem [ : B. — R".
Damit konnen wir die I’s zu glatten Funktionen auf ganz M. fortsetzen.
Um zu sehen, dass (p, ) tatsdchlich eine kanonische Karte ist, stellen wir fest, dass
W(0y;,0p,) = 0und mit (x) auch w(d,,, dr,) = d;; schon gezeigt wurde. Es bleibt w(dy,, 9;,) =
0 zu zeigen. Das folgt aber daraus, dass die Koordinatenflichen Sy := {z € M. |p(z) =
0} = U,7(Sy) als symplektische Bilder der Lagrangemannigfaltigkeit Sy ebenfalls Lagran-
gemannigfaltigkeiten sind.

[]

Beweis. des Lemmas von Liouville. Sei (V, @) eine Darboux-Karte mit $(z9) = 0 und
o(x) =: (q(x), p(z)). Sei weiterhin F; := ¢, F};, dann sind die Funktionen F; auf U := ¢(V)
beziiglich der kanonischen symplektlschen Form wy = >, dg* Adp" auf Rzn 1ntegrabel Wir
konstruieren nun eine kanonische Transformation ¥ : Uy — R?" mit ¥(q,p); = Fj(q, p) fiir
J =1,...,n auf einer moglicherweise geschrumpften Umgebung Uy C U der Null. Damit
kénnen wir die FJ durch éj := V,1; zu kanonischen Koordinaten auf Uj ergdnzen und
setzen dann am Ende G; = $*G; auf ¢~ (Up).

Zur Konstruktion von ¥ verwenden wir die Methode der erzeugenden Funktion Die lineare
Unabhéngigkeit der Gradienten VF impliziert, dass die Jacobi-Matrix == der Abbildung

F:U—=R" (qp) — (Fl(q,p)l. .., F.(¢q,p)) vollen Rang hat. Mit Bemerkung 2.46|nehmen
wir 0.B.d.A. an, dass ﬁp = %—i invertierbar ist. Mit dem Satz iiber implizite Funktionen

kénnen wir F(q, p) = f zumindest lokal fiir (¢, p) in einer hinreichend kleinen Kugel Uy C U
um die Null und x € F(Uy) nach p auflosen. Es ergibt sich

= P(q,f) mit F(q,P(q,f)) =f und partiellen Ableitungen Py = Fp_l , P,=-F1F,.

Die Involutivitit {F}, F},, = 0 lautet in Matrixform einfach
BB — T 0.

Multipliziert man diese Gleichung von links mit F ~1 und von rechts mit F =1 50 ergibt sich
PT+P = 0, also die Symmetrle von P, = 8P Aufgrund des Poincaré Lemmas gibt es also

eine Funktion S(g, f) mit P = —%2 (Man fasse dazu P, fiir festes f als Komponenten einer
1-Form v := Pidq" auf R™ auf. Dann ist ¥ wegen der Symmetrie von P, = q 2 geschlossen
und somit lokal exakt. Die Stammform ist dann —S.) Weiterhin ist % = —P; = —ﬁ’;l

invertierbar und somit S Erzeugende einer kanonischen Transformation (Fall 1). Es gilt
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2.3 Integrable Systeme und das Liouville-Arnold Theorem

dabei nach Konstruktion

oS

p=Plgf)= —a—q(q, f) wnd f=F(gp),
und wir konnen o9
= _W(Q7 f)
setzen. O

2.58 Bemerkung. Die Wirkungen als Integrale

Es gibt auch eine geometrische Konstruktion der I’s; die fiir konkrete Rechnungen niitzlich
sein kann. Mit dem vorausgegangenem Satz wissen wir bereits, dass w|y,, auf hinreichend
kleinen Umgebungen M, von Mj, exakt ist, da w = > . dg? AdlV = —d(>; I;dy’). Hier
erinnere man sich nochmals daran, dass ¢; zwar nicht global definiert ist, d? aber schon.
Man kann nun die Wirkungsvariable, die ja nur bis auf additive Konstanten fixiert sind,
allein durch Integration einer Stammform © von w berechnen. Die vorherige Kenntnis der
Wirkungs- und Winkelvariablen (i, 1) ist nicht notwendig. Wir werden sie aber verwenden,
um die entsprechende Integralformel fiir I = I 4 ¢ herzuleiten.

Betrachte auf M; die geschlossenen Wege

Yo [0,1] = My, yi(t) = (i(t), .., onlt), L1, .. 1)

mit ¢y (t) = 2nt, ;(t) = 7 fiir j # k.

Nun setzte
~ 1 2]
(1) = — / 0, 0
2 Vi o

wobei w = —d®O sei. Deformiert man ~{ stetig \
in M;, so dndert sich der Wert von I, nicht, i
da M; Lagrangesch ist und somit Oy, ge-
schlossen ist. Der Wert von I, hingt also nur 7
von der Homotopieklasse von v/ ab und wir
konnen einen beliebigen Weg in dieser Klasse
verwenden, um I, zu berechnen.

sY

27 1

Wir betrachten ein 1-dimensionales Beispiel.

A
Fiir M = R? ist M einfach eine geschlossene
Kurve in M und nach dem Satz von Stokes ﬂ_\
st

\ p

\
-1 1 >
[ =— 0=-—— w q

21 Jor 21 Jur

da 9A7 = ~4f und d® = —w. Es ist
| [, w| = |A!] gleich der von o' eingeschlos-
senen Fléche.

Wir zeigen nun, dass die Differenz I — I konstant auf M, ist. Wir wissen, dass © =
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

—I;d¢’ + a mit einer geschlossenen 1-Form « gelten muss. Dann ist

s 1 1 A 1 [ , 1
I.(]) = — = — I dy? = — I dy? —
k(1) 21 /7£® 27 /7£( A +a) 27T/0 A <8S01“)—1_27r

S~

a:]k+ck

Io
Vi

mit einer Konstante c;. Dass fvl a nicht von I abhéngt, folgt sofort aus daw = 0 und dem
k

Satz von Stokes.

2.59 Beispiel. Harmonischer Oszillator

Sei H = 1p? + £¢* auf M = T*R. Es ist
dH = 0 nur bei (¢,p) = 0. Also betrach-

gieflachen Mg = {(¢,p)| H = E} sind kon- e

ten wir U = {(¢,p)|H > 0}. Die Ener- /f_é\\\ o
zentrische Ellipsen. Fiir die Wirkungsvaria- : = i 4
ble ergibt sich wie erwartet : :
_V2E V2E
I(E) = ! 0= L (E,q)d ) )
= 5% $,07 5 f, E 0
V3E
2 [T I 2F V2E
= — \/2E—w2q2dq:—/ \/2E—w2—coszgo- - sing | dp
2m J_vaE T ) w? w
2FE [T E
= — sin? pdp = — .
Tw Jo w

Die zugehorige Winkelvariable finden wir wieder mit Hilfe einer erzeugenden Funktion der
Transfomation (q,p) — (p, ). Wir konnen p lokal als Funktion p(q,I) = /2[w — w?¢?
schreiben und

q q
S(q,I) :—/ p(q’,])dq':—/ V2w — w?q?dq = —I arcsin (q“%)—g 2lw — q2w? ,
0 0

setzten (Fall 2). Dann ist p = —‘g—g und die Winkelvariable schliefilich

05 arcsi v also 21 si
= ——— = arcsin — =4/—sinp.

2.60 Beispiel. Das Doppelmuldenpotential

Sei nun H = %pQ + V(q) auf M = T*R mit einem Doppelmuldenpotential V' (q) wie im
Bild. Fir £ < E, = V(0) zerféllt Mg in zwei Zusammenhangskomponenten, die jeweils
diffeomorph zur S! sind. Fiir £ > E, hat Mg nur eine Zusammenhangskomponente, die
ebenfalls wieder diffeomorph zu S! ist. Getrennt werden die beiden Bereiche des Phasen-
raums durch die Fliche Mg, , die sogenannte Separatrix. Diese ist nicht diffeomorph zur S*.

Da dH bei (0,0) € Mg, eine Nullstelle hat, steht dies nicht im Widerspruch zu Satz
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2.4 Das Mittelungsprinzip

V(q) My
<

E> _______________________ ME'* V.
E.b--\--------p~gc--------

| q
Eob---\---o-f-- e\ ----

! Mg

* ® L > (]
q=0

2.61 Bemerkung. Zur Bedeutung integrabler Systeme in der Physik

Integrable Systeme sind im wesentlichen die einzigen Systeme in der klassischen Mechanik,
die man explizit 16sen kann. Deshalb findet man in Biichern zur klassischen Mechanik oft
ganze Kataloge von integrablen Systemen und deren Losungen. Integrable Systeme sind
auch der Ausgangspunkt der Storungstheorie, welche wir in den folgenden Abschnitten

behandeln werden.

SchlieBlich basierten auch die ersten Schritte der Quantentheorie auf integrablen Systemen:
im simpelsten Fall sagt man einfach, dass fiir ein “quantisiertes integrables System” nur
Wirkungen [, = hny mit ny € N erlaubt sind. Daraus ergibt sich dann direkt auch eine
“Quantisierung” der Erhaltungsgréfen F; und insbesondere der Energie H. So erhélt man
beispielsweise die erlaubten Energieniveaus im Wasserstoffatom (also H(q,p) = 3|p|* —
1

TaT auf T*R3), welche in guter Niherung die im Experiment beobachteten Spektrallinien

erkldaren. Fiir den harmonischen Oszillator ergibt sich F,, = hwn.

2.4 Das Mittelungsprinzip

Fir dimM > 2 ist wie gesagt Integrabilitdt die Ausnahme und auch viele einfache Modelle
sind nicht integrabel (beispielsweise das 3-Kérper-Problem). In Anwendungen hat man
aber hiaufig Systeme vorliegen, die “kleine Storungen” integrabler Systeme sind:

H.(I,9) = Ho(I) +eH(I,p), mit e 1.
Die entsprechenden Differentialgleichungen sind dann

jk = O+€fk(],90)

Go = wil) +egll,¢),
wobei wir diese Gleichungen zunéchst allgemein betrachten, ohne anzunehmen, dass das
System Hamiltonsch ist. Also k=1,....mund £ =1,... n.

Man spricht dann in diesem Zusammenhang von den langsamen /-Variablen und den
schnellen ¢-Variablen. In vielen Fillen interessiert einen dann auch nur die zeitliche Ent-
wicklung der langsamen Variablen I.

Fiir die folgende Diskussion sei U C R™ und M := U x T™ mit Koordinaten (I, ¢) versehen.
Es seien weiterhin w € C®(U), f € C®°(M,R™) und g € C*(M,R"). In diesem Sinne
betrachten wir nun die bereits oben angegebenen Differentialgleichungen

I = cf(ly)

p = wll)+egl,p).
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

Die Idee des Mittelungsprinzips ist folgende: Wihrend ¢, einmal T umliuft, indert
sich I kaum und man kann die rechte Seite von

Ik = gfk(-[7 @)

durch den Mittelwert
€

I):=
8<fl€>< ) (271')” o
ersetzen. Die gemittelte Gleichung ist dann
Je=e(fi)(J)

und enthélt nur noch langsame Variable. Wir schreiben hier und im folgenden fiir die
Losung der gemittelten Gleichung J(t) um sie von der Losung I(t) der urspriinglichen
Gleichung zu unterscheiden.

fel, o) d"

(1(0),¢(0)) (I(t), (t))

/ / / S 7 \/ \ ’

/ H

] A A A W i
I [0 W W I W I U xT"
1) 1 Yl \
1 [ T T R \
\ vov vy \

i
> U

1(0) I(t)

Es stellt sich die Frage, ob |I(t) — J(t)| klein bleibt und wenn ja, fiir wie lange.
2.62 Beispiel. Fiir (7,) € R x S! sei w = const., f = f(¢) und g = 0. Dann lassen sich

die Bewegungsgleichungen

sofort losen: es ist
o(t) = o + wt

und

() = Io+€/0 f(gpo+ws)ds:fo+e/0(f(goo+ws)—<f>+<f))ds

=:m+fMﬂ+sAoﬂ%+w@—aﬂMa

Das gemittelte System ist J(t) = e(f) also
J(t) = Io +et(f) .

In diesem Fall gilt also fiir alle Zeiten t € R

I(t)—J(t)] =¢ < sup

£
W aglo,2n)

/0 (f(po +ws) —(f))ds

A?N@—UW@§€C=QQ-
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2.4 Das Mittelungsprinzip

Zwar schwankt I(t) in diesem Beispiel kurz-
fristig um O(e) um J(t), dies tragt aber
zur langfristigen Entwicklung nicht bei. Das
Raummittel
1 2
Gy fle)de
T

entspricht hier exakt dem Zeitmittel

i g [ et

Man erwartet, dass auch im allgemeinen Fall das Mittelungsprinzip eine gute Naherung fiir
gewisse Zeiten liefert, falls Raummittel und Zeitmittel von f iibereinstimmen. Im Spezialfall

fI,¢) = f(p) ist das klar, denn

02.02.2017
I(t) = ]o—i—s/f S—Io—l-at(%/f(go(s))ds

0
J(t) = Ip+et(f

und somit

/f ds—<f>’::st5(t).

Stimmen hier Raum— und Zeitmittel iiberein, ist also lim;_,, 6(t) = 0, so gilt zumindest fiir

Zeiten der Ordnung 1, dass lim._,o |Z(t) — J(t)| = 0. Konvergiert das Zeitmittel hinreichend

schnell, also §(t) < Q so hat man in diesem Fall auch wieder |1(t) — J(t)| < eC fiir alle

teR.
Die Gleichheit von Raum- und Zeitmittel gilt aber selbst in diesem Spezialfall nicht immer:

2.63 Beispiel. Sei M = R x T? und

j = €(COS(Q01 — 2@2) + sin QOQ) = €f<g01, QOQ) R le = 2, @2 =1.

Dann gilt fiir das gemittelte System

2n)? / d@l/ deps f(e1,02) =
7T

Andererseits ist die Losung des vollen Sy- I(t)
stems mit Anfangsdaten ¢1(0) = ¢2(0) =0
aber
et
p1(t) =2t und @o(t) =t

und

t f J(t)
I(t) = ](0)-1—5/ ds (14sins) = I(0)+e(t—cost+1). >t

0
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

Es ist also |J(t) — I(t)| = et — e cost + ¢, die Differenz wéchst mit ¢ und fiir jedes € > 0 gilt
lim |J(t) — I(t)| = c0.

t—o00

A‘PQ

Da die Bewegung (p1(t), p2(t)) € T? peri- 2m
odisch ist, gibt es in diesem Fall auch keinen

Grund zu erwarten, dass Raum- und Zeit-

mittel von f identisch sind.

Ein hinreichendes Kriterium fiir die Gleich-
heit von Raum- und Zeitmittel auf dem To-
rus ist sicherlich, dass ¢(t) den Torus dicht
ausfiillt. Das wiederum ist genau dann ge- o o
geben, wenn die Frequenzen w; rational un-

abhéngig sind.

Die Giiltigkeit dieser intuitiv klaren Aussagen wollen wir nun zeigen.

2.64 Definition. Rational unabhingige Frequenzen

Es seien (1, @9, . . ., ©,) Winkelkoordinaten auf dem Torus T™. Dann heif3t fiir w = (w1, ...,w,) €
R"™ der Fluss
QY T" = T", o o+ wt mod (27Z)"

bedingt periodische Bewegung. Die Frequenzen w, € R heiflen rational unabhingig,
falls gilt:
(k,w)rn # 0 fiir alle k € Z™\ {0} .

2.65 Bemerkung. Fiir n = 1 ist w rational unabhéngig falls w # 0. Fiir n = 2 sind wy, we
rational unabhéngig falls o Z Q.
2.66 Definition. Raum- und Zeitmittel
Sei f: T™ — R stetig.
(a) Das Raummittel von f ist

1 n
1) = [ SO0,

(b) Das Zeitmittel von f unter dem Fluss &% mit Startwert ¢ ist

T
<f>w,goo = lim l/0 f(<,00 + wt) dt.

T—oo T’

2.67 Satz. Gleichheit von Raum- und Zeitmittel fiir rational unabhingige Frequenzen

Ist f:T" — R stetig, so existieren Raum- und Zeitmittel. Sind zusétzlich die Frequenzen
wy rational unabhéngig, so stimmen Raum- und Zeitmittel iiberein:

(f) = (flwgp, furalle ¢oeT".

2.68 Korollar. Rational unabhingige Orbits liegen dicht

Sind die Frequenzen rational unabhéngig, so liegt jeder Orbit von ®¢ dicht in T".

Beweis. Ubungsaufgabe. O]
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2.4 Das Mittelungsprinzip

2.69 Bemerkung. Die rationale Unabhéngigkeit ist auch ein notwendiges Kriterium dafiir,
dass Raum- und Zeitmittel fiir alle f € C'(T") iibereinstimmen. Dazu zeigt man: gibt es
ein k € Z™\ {0} mit k-w = 0, so existiert ein glattes f : T" — R dessen Zeitmittel (f). s,
von g abhingt (Ubungsaufgabe).

Wir zeigen nun Satz Die Aussage des Satzes gilt fiir f(¢) := ¢ mit k € Z". Fiir
ke Z™\ {0} (k=0 ist sowieso klar) gilt ndmlich einerseits (f) = 0, aber auch

T . eik-po glk-w T _
<f>w = lim l / eik'(<p0+wt) dt = hmT_}oo T - ik-w - = 0 falls k- w 7£ 0
wo T—oo T 0 elk-eo falls k-w =0.

Wegen der Linearitdt der Abbildungen f — (f),, und f — (f) gilt die Aussage des
Satzes auch fiir trigonometrische Polynome f € P(T"), also

flo)=" > fue?.

keZm, |k|<N

Nun koénnen wir mit Dichtheit argumentieren: Die Abbildungen f — (f),.,, und f — (f)
sind stetige lineare Abbildungen von (P(T"), || - ||oc) nach R, denn

() =@l <Wf =glle ud [{Flugo = (Gwiol < I = gllse -

Damit lassen sie sich eindeutig auf den Abschluss P(']I‘”)”.HOO = C(T") fortsetzen. Da sie
fiir rational unabhéngige Frequenzen auf der dichten Teilmenge P(T™) iibereinstimmen,
stimmen sie dann auch auf dem Abschluss C(T") iiberein. (Dass die trigonometrischen
Polynome dicht in C(T") liegen, sieht man z.B. so: sie liegen dicht in (C(T"), || - ||s0),
da die Fourierreihe einer stetig differenzierbaren Funktion gleichméflig gegen die Funktion
konvergiert. Die stetig differenzierbaren Funktionen liegen wiederum dicht in den stetigen
Funktionen.)

2.70 Bemerkung. Virialsatz

Sei (M,w) symplektisch und H € C*°(M) eine Hamiltonfunktion. Auf jeder kompakten
Energieschale Mg = {x € M | H(z) = E} gilt, dass das Zeitmittel von { f, H} fiir beliebige
Funktionen f € C*°(M) verschwindet:

. = tim & [ (Y e 0¥t — 0
()= Jim 5 [y o @ o,

Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe. Wir untersuchen die Bedeutung dieser Aussage nun
an Beispielen fiir den Fall M = R?" und

H(q,p)=1p"+V(q),

wobei wir die Kompaktheit der jeweiligen Energieschale voraussetzen.

(a) Fiir f(q,p) = p; folgt, dass das Zeitmittel der auf den Massenpunkt wirkenden Kraft

{pi, H} = —g—; verschwindet. Wegen der Kompaktheit von Mg war das zu erwarten.

(b) Fiir f(q,p) = ¢; folgt, dass das Zeitmittel des Impulses (also hier der Geschwindigkeit)
{q, H} = p; verschwindet. Wegen der Kompaktheit von Mg war auch das zu erwarten.

(c) Fiir f(q,p) = (g P)re = >_i_, qipi ist
{f,HY (g, p) = (p,p)rn — (¢, VV(q))rn =: 2T(p) — (¢, VV (q))rn .
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

Fiir das Coulombpotential V (q) = —=+ ergibt sich {q, VV(q))r» = —V (q) also

ldl
<{fa H}>* = <2T(p) + V(Q))* = <H + T)* =L+ <T>* =0.

Die kinetische Energie ist also im Mittel (T"), = —FE (wobei hier £ < 0 ist, sonst wire
Mp, nicht kompakt), und die potentielle Energie ist im Mittel (V). = 2E.

2.5 Storungstheorie integrabler Systeme und das KAM-Theorem

Wir kommen nun zur Storungstheorie integrabler Hamiltonscher Systeme. Dazu sei
He(p, 1) := Ho(I) +eHy(p, 1)

eine Hamiltonfunktion auf dem Phasenraum T" x G mit G C R" offen und beschrankt.
Fiir den Storparameter € € R nimmt man implizit immer an, dass |¢| klein genug ist. Die
zugehorigen Hamiltonschen Gleichungen sind

Sf? = w(I)+eViH (o, 1)
[ = —eV,Hi(p, )

mit Frequenzvektor w(/) := VHy(I). Das gemittelte System ist trivial, also (V,H;(-, 1)) =
0, da

/8 Hi(p,I)dp; =0, j=1,....,n.

Wir erwarten nach dem bisher gesagten, dass zumindest fiir die Liouville-Tori M; des
integrablen Systems Hj mit rational unabhéngigen Frequenzen w(l) das Mittelungsprinzip
anwendbar ist, also, dass auch die Losung I(t) des gestorten Systems H€ mit [(0) =
I fur lange Zeiten nahe an /(0) bleibt. Um dies zu zeigen, suchen wir eine kanonische
Transformation

T.: (o, 1) = (,1)
nahe der Identitdt so, dass die Hamiltonfunktion in den neuen Variablen keine Win-
kelabhéngigkeit mehr im Term der Ordnung ¢ hat:
KS(@, 1) = H o T V(@ 1) = Ho(I) + e K, (I) + O(?).

Denn dann wire [$7] = O(¢?) und somit

[1(t) = 1(0)] < [1(1) ;f(t)| +1(t) ;i(O)H 1(0) ;I(O)l < Ce+€%).

=0(e) =0(e2t) =0(e)

Wir héitten also zumindest gezeigt, dass |1(t) — I(0)| auch fiir Zeiten der Ordnung e~! noch
von der Ordnung ¢ ist.

Um eine solche kanonische Transformation zu konstruieren verwenden wir wieder die Me-
thode der erzeugenden Funktion. Da wir ja nahe an der Identitét liegen wollen, wéhlen wir
Variante (3) und setzen

S 1) =¢-1+e51(p1)

an, also

~n

I -+ aDlSl(gb, [)
= 95 + 6D281<(ﬁ,]) .
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2.5 Storungstheorie integrabler Systeme und das KAM-Theorem

Hier und im folgenden verwenden wir die Notation D; bzw. Ds fiir den Gradienten beziiglich
der ersten bzw. zweiten n Variablen. Einsetzen in die Hamiltonfunktion liefert

K*(¢g,1) = Hs(( I),1(¢,1))

+ D251, 1), T —eDiSi(3, 1))
I-eDiSi(3,1)) +Hi(, 1) + O(?)
= (I) —eDHy(I) - D1Sy(@, 1) + cHy(p,I) + O(2)
- < I} +2(Hi(2,1) = DH(D) - Di5i(2,1)) + O().

= H,

/\A

Wir miissen also S so wéhlen, dass

Hy(p, 1) = w(I) - DiSi(p, 1) (%)

unabhéingig von @ ist. (Es hingt zwar I = I(, I) von ¢ ab, das ist aber wieder von héherer
Ordnung.) Da H; und S fiir festes I jeweils Funktionen auf dem Torus T" sind, liegt es
nahe, die Fourierreihen

Hy(g, 1) = Y h(l)e?

Lezn

Si@.I) = > siI)e?

ez

zu betrachten. Mit
w(l) - DiSi(p, 1) =i Z se(Iw(I)- ¢ Qi

Lezn

ergibt sich aus (%) die Bedingung
he(I) —ise(l)w(l)-£=0 fir alle £ € Z™\ {0} .
Wir kénnen diese Gleichungen genau dann fiir alle ¢ nach s, auflésen, wenn
w(l)-¢#0 fir alle £ € Z"\ {0},

also wenn w(7) rational unabhéngig ist. Allerdings kann man diese Bedingung durch eine
beliebig kleine Anderung von w verletzen. Falls Dw vollen Rang hat, kénnen wir dies auch
durch eine beliebig kleine Anderung von I bewerkstelligen. In diesem Fall hat man also
das Phidnomen, dass resonante (d.h. rational abhéngige) und nicht-resonante (d.h. rational
unabhéngige) Tori jeweils dicht liegen.

Wir setzen also voraus, dass fiir ein festes Iy € G die Komponenten von w(ly) € R
rational unabhéngig sind und definieren S;(p, I) durch die Fourierkoeffizienten

L he(D) _
Sy ‘= lw(IO)-€7 80—0.

Nun stellt sich die Frage, ob die entsprechende Fourierreihe fiir S konvergiert, und wenn
ja, ob die dadurch definierte Funktion hinreichend glatt ist. Dazu erinnern wir uns an die
folgenden Resultate aus der Fourieranalysis.
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2 Hamiltonsche Mechanik und symplektische Geometrie

2.71 Lemma. Falls c¢: Z" — C fiir d > r +n, r € Ny, von der Ordnung
c(0) = O(|(|~%)

ist, dann ist die durch

definierte Funktion f € C"(T",C).
2.72 Lemma. Fiir g € C*(T", C) mit Fourierdarstellung

g() =Y gee?

Lezn

sind die Fourierkoeffizienten von der Ordnung

lg9el = O(117).

Um nun hinzureichend schnellen Abfall der Fourierkoeffizenten
h
Sy = i Z(I)
(A)(IQ) . f

zu erhalten, miissen wir sowohl schnellen Abfall der h,, also Glattheit von H; fordern,
aber auch zu schnellen Anstieg von ¢ — ausschliefen. Das fiithrt zu der folgenden

Definition.
A @2
Q%T\ /

-
>
‘\wl

_1
w(lp)-t

2.73 Definition. Diophantische Frequenzen

Seien 7 > 0 und v > 0. Die Menge der (v, 7)-
diophantischen Frequenzvektoren ist

Qr={weR"| |(w, O)] >~[¢]77 fiiralle £ € Z"\{0}}.

Es gilt offenbar, dass mit w € €2, ; auch aw €
Q, . fiir alle a > 1.

Bevor wir untersuchen, wie grof3 die Menge der diophantischen Frequenzen ist, iiberlegen
wir uns zunéchst, wie sich diese Bedingung auf die Regularitdt von S auswirkt.

2.74 Korollar. Regularitit der erzeugenden Funktion

Sei H; € CF(T" x G,R) und I, € G so, dass w(ly) € 2, fir ein v > 0 und 7 € N mit
7 < k —n — 1. Dann ist die erzeugende Funktion S(p,1) = @ - I +&S1(p, I) mit

~ _ he(1) il-@
51(9071)_ 1462221w<10)_€e

in CF~™"(T" x G, R). Weiterhin existiert eine Konstante C' die nur von H; abhingt aber
nicht von Iy so, dass fiir jede partielle Ableitung 0*S; von S; der Ordnung |a| < k—7—n
gilt

. C
sup  |9°51(, 1)) < =
(@,1)ET X G 8
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2.5 Storungstheorie integrabler Systeme und das KAM-Theorem

Beweis. Mit Lemma 2.72] ist

he(I)
W(Io) -f

<ol Clun
Y g

i

|s¢] =

Mit Lemma ist dann S € C} fir jedes r € N mit k — 7 > r + n. Die Schranke
an die Ableitungen 0%S; folgt sofort aus obiger Abschéitzung fiir die jeweils gliedweise
differenzierten Reihen, welche dann immer noch absolut konvergieren. O]

Wir zeigen nun, dass fiir 7 > n— 1 Lebesgue fast alle w € R™ eine diophantische Bedingung
erfiillen, wobei v aber beliebig klein sein kann.

2.75 Lemma. Maf} der diophantischen Menge

Fiir 7 > n — 1 ist das Lebesguemafl der diophantischen Menge
B,.=Q,,NB

in der Vollkugel B := {w € R"| |w| < 1} fiir kleine Werte von v gro: Es gibt ein a(7) < oo
mit

)\(B’y,T) > /\(B) (1 - ’YO!(’T)) :
Beweis. Sei Gy :={w € B| [{w, )| < ~[¢|" "}, dann ist

ABy-) 2 AB) = > AGy).

LeZ™\{0}

Um das Volumen von G, abzuschétzen, stel-
len wir fest, dass (w, £) = |w||¢| cos @, wobei
0 der Zwischenwinkel von w und ¢ ist. Also
ist w € Gy genau dann wenn |w||cosf| <
v €)™, Damit gilt gemif der Zeichnung,
dass M(Gy) < 2c,_17[¢|7, wobei ¢, das
Volumen der k-dimensionalen Vollkugel vom
Radius eins bezeichnet.

Damit ergibt sich
Y. MG < ecayalr) = A(B)ya(r)

ez \{0}
mit c
a(r) =22 Z 107 < o0,
" ez \{0}

]

Wir zeigen nun, dass fiir die Tori M; eines integrablen Systems mit rational unabhéngigen
Frequenzen w(I) das Mittelungsprinzip bis zu Zeiten der Ordnung % anwendbar ist. Dies
ist allerdings nur der erste Schritt hin zu viel starkeren Aussagen.
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2.76 Satz. Storungstheorie: erster Schritt

Seien Hy, Hy € C2"(T" x G,R). Dann gibt es eine Konstante C' < oo und zu jedem
Iy € G mit w(ly) = DHy(Ip) € Q= und T > 0 ein g9 = €o(go, Lo, T) > 0 so, dass die
Losung (¢(t), I(t)) mit Anfangsdaten (g, Iy) die Abschitzung

1 14y
—27 eCTI:W fir alle 0 < e < gq

sup |I(t) — Io| < eCT "

o<t<T
erfiillt.

2.77 Bemerkungen. zum Satz

(a) Wie erwartet wéchst der Fehler mit schrumpfendem  und schrumpft mit wachsendem
.
(b) Falls die Frequenzen w = D H, unabhéngig variieren, d.h.

det(Dw)(I) # 0 fir I € G,

so ist die Abbildung I + w(I) zumindest lokal ein Diffeomorphismus. Mit Lemma
folgt dann, dass die zuléssigen I, zumindest lokal volles Mafl haben.

(c) Tatséchlich folgt aus unserem Beweis sogar, dass auch fiir Startwerte in einer geeig-
neten e-Umgebung eines nichtresonanten Mj, das Mittelungsprinzip noch anwendbar
ist. Allerdings hingt diese Umgebung eben auch von v ab und wir wissen nicht, ob
diese Umgebungen ganz G iiberdecken.

Beweis. Sei Iy € G so dass w(ly) € =, und sei S(p,I) = ¢ - I +¢eS51(9, Iy), wie zuvor
konstruiert. Beachte aber, dass wir in Sy jetzt [ = I gesetzt haben. Unter den genannten
Voraussetzungen ist S € C3(T™ x R") und es existiert nach Korollar ein C < oo
unabhéngig von I so, dass

=1Q

|0%S]|oo = su%) 10551(, Io)| < und  ||0“Hpl|e < C
pel™

fiir alle Multiindizes o € N{ mit |a] < 3. Im folgenden werden bei Bedarf C' um einen
festen Faktor unabhéngig von €, etc. vergroflern und diese neue Konstante wieder mit C
bezeichnen.

Sei nun gy > 0 (abhéngig von ) so klein, dass fiir ¢ < g

T, :T" xR" — T"xR"
(0, 1) = (5 1°) = (¢, [+ D5i(, o))
ein Diffeomorphismus und somit eine kanonische Transformation ist. So ein €y = €o(y) gibt
es, da die Jacobimatrix von 7. die Form DT, = Id + &J mit ||J|| < ||D?S1|l« < C/7 hat.

Wihle o € T" und setze fg = fs(goo, Iy). Nun verkleinern wir gy = g¢(7, o, o) soweit,
dass I € G fiir alle € < gy, und weiter so, dass es ein ry > 0 gibt so, dass

B:= | B, cG.

e<eo
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2.5 Storungstheorie integrabler Systeme und das KAM-Theorem

IA I
I(‘P? IU)
\
o Io
I (0, 1o)
BxT"
> >
" ® ™ ¥

Dann ist fiir € < go und (¢, 1) € T" x B
K (o) = H(o(3.D,1(p.1)) = Ho(I) + = (Hi(p. 1) = DHo(I) - DS1(9)) + Fa($,])
= H()(j) + €hg:0(10) + Rl(gé, j) + RQ(@, j)

mit

B _ _ _ 2
Ri(@,1) = Hy(I—eDS(¢))—Ho(I)+eDHo(1)-DSi(¢) = O (°||DS1||% ]| D*Holls) = O (%)
und

Ry(p, 1) = ¢ (Hl(@]) —w(I) - DSy(p) — hz:oUo))

= 5£H1(957[0) —w(lp) - DS1(@) — thO(IO))/ + O (8|]0fy_ d +ell — IO|>

~~
=0

Tl 4ol - T AT
_ 0<6|0 o|75|0 |+€(‘[_[|-|—]I—I§]+U§—fo|)>

g2 gy &2 2
) (7 + 7 + — 5 +€5> =: C’)(s g1(7) +8592(7))

wobei wir § := |I — I¢| gesetzt haben. Hier schreiben wir f = O(g(e,7,0)) wenn || f|le <
Cy(e,,0), wobei wir wie oben gesagt C' bei Bedarf um einen konstanten Faktor vergrofiern.

Fiir die Bewegungsgleichungen in den neuen kanonischen Koordinaten ergibt sich auf T x B

d-  ORi(p,I) ORs(p,1) -
— ] =— — =: I

mit

e, DI < C(21(7) + 200a(7))

Sei nun (p(t), I(t)) die Losung mit Anfangsdaten (o, I§). Dann ist fiir ¢ < z
10151 < [ 1766 16)s =€ [ (S0 +aa)lT6) ~ ) ds

< cCTa(y) + Cegs() / |E(s) — Iz)ds
0
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2.78 Lemma. Gronwall
Fir f, B € C([0,T],]0,00)) gelte fiir ein A > 0

f(t)§A+/0tf(s)B(s)ds fir 0<t<T.

Dann ist

f(t)gAexp</tB(s)ds> fir 0<t<T.
0

Beweis. Es ist f(t) < h(t) := A+ fot f(s)B(s)ds und, falls A > 0,

W) f)B()
no - = BW:

Integration liefert

th/(s) /t
ds=Inh(t) —Inh(0) < B(s)ds
|5 0 =tuno) < [ Bs)
und Exponentieren

t
h(t) < h(0) exp ( / B(s)ds).
S~~~ 0
=A
Die Aussage fiir A = 0 folgt durch Limesbildung. O

Das Lemma liefert also

11(t) — I| < eCTgy(y) T2 fir alle 0 <t <

o

Nun ist das Argument aber nur giiltig, wenn I(t) in B bleibt, was durch

/roe_CTQQ ('Y)
CTg1(7)

sichergestellt wird. Entsprechend verkleinern wir ey = eo(7, Iy, T’) abermals. Nun gilt fiir
die Losung in den urspriinglichen Koordinaten

(1(t), (1)) = T H(@(2), 1(t))

zum Anfangswert (g, Iy), dass

eCTg1(v) eCT9200) < py also e <

(1) = Tol < |1(t) = I(#)| + [1(t) = Lol + | Io — Lo]

C 1
< 87 +eCTgi(7) T2 < cCT g (7) €120 = cOT :;7 QCTH

wobei wir im vorletzten Schritt C' wieder vergroert haben. O

Die physikalische Bedeutung von Sétzen dieser Art wollen wir uns am Beispiel des Sonnen-
systems iiberlegen: Da die Gesamtmasse der Planeten etwa ¢ := 1/1000 der Sonnenmasse
betriagt, konnte durch diese Storung nach etwa % = 1000 Jahren nur eine unbedeutende
Anderung O(e) der Erdbahn eintreten. Nach E% = 10° Jahren konnte sich die Bahn aber
drastisch d&ndern. Deshalb iteriert man das Verfahren, um zu Aussagen fiir groflere Zeiten
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2.5 Storungstheorie integrabler Systeme und das KAM-Theorem

zu kommen. Man kann zeigen, dass es eine kanonische Transformation analog zu der in
Satz konstruierten gibt, mit

K*(1,9) = K(I) + O("),

vorausgesetzt, H€ ist hinreichend oft differenzierbar und I, gehort zu einem nicht-resonanten
Torus. Ist H® reell analytisch, kann man sogar zu exponentiell kleinen Fehlern und expo-
nentiell langen Zeiten kommen.

Anderseits gilt unter weiteren Voraussetzungen an H¢ (z.B. konvex), dass es Konstanten
A, B <1und C,D < oo gibt so, dass

1 (1\A
11(t) — I(0)|| < CeB fir T < De~3el8)” |

und zwar fiir alle 7(0) € G (Nekhoroshev Theorem).

All diese Resultate zeigen, dass die Losungen des gestorten Systems nahe an den Liouville-
Tori des ungestorten integrablen Systems bleiben. Es stellt sich nun die Frage, ob die
Tori durch die Storung nur deformiert werden, die gestorte Dynamik also immer noch
auf Tori umléuft, die aber eben e-Deformationen der ungestérten Tori sind. Dies wire
sicherlich dann der Fall, wenn das gestorte System selbst wieder integrabel ist. Lange Zeit
erwartete man, dass kleine Stérungen integrabler Systeme die Tori ,zerstéren, falls das
gestorte System nicht selbst integrabel ist. Dass dies nicht so ist, besagt das Theorem
von Kolmogorov, Arnold und Moser (KAM). Wir werden das Resultat nur darstellen und
diskutieren, aber nicht beweisen.

Es seil wieder
He(p,I) = Ho(I) + eHi(p, 1)

auf T" x G, G C R", Hy sei analytisch und die Stérung H; sei glatt. Ferner sei I — w(I) =
DH,(I) nichtentartet, also Dw(I) invertierbar.

2.79 Satz. KAM-Theorem

Unter den obigen Bedingungen existiert ein €o(y) > 0, so dass fiir € < gy alle Tori mit
w(ly) € 2, , iiberleben. Das bedeutet, dass es eine kanonische Transformation 7 auf einer
Umgebung von M, gibt mit

H o (T*)71(1,3) = K*(Io) + (2, 1)
und
f(;1p) =0 und Dyf(-,1p)=0.
Insbesondere gilt also fiir jede Losung (¢(t), 1(t)) mit 1(0) = I,, dass I(t) = I.
2.80 Bemerkung. Uber die resonanten Tori, d.h. iiber M; mit Q(I) € R\ Q. ,, wird im

Satz nichts ausgesagt. Dort kénnen Tori iiberleben, falls H¢ integrabel ist oder sich durch
die Storung auflosen.

Den Ubergang von Integrabilitéit zu Chaos und zuriick wollen wir nun am Beispiel des
Doppelpendels bei verschiedenen Gesamtenergien nachvollziehen. Einen schénen Film zum
Doppelpendel mit vielen weiteren Details und einem begleitenden Artikel gibt es unter

https://av.tib.eu/media/1490270.
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2.81 Beispiel. Das ebene Doppelpendel

Der Konfigurationsraum des Doppelpendels ist

(¢1,92) € T? der Phasenraum also P = T*TZ2.

Schaltet man die Schwerkraft aus, oder macht die

Energie E — oo sehr grof, so ist das System inte-

grabel, denn dann ist der Gesamt-Drehimplus er- g
halten. Fiir endliche F ist aber H die einzige Er-
haltungsgrofle und die Dynamik lebt auf der gan-

zen Energieschale und man beobachtet chaotisches

Verhalten.

Um den Ubergang von Integrabilitit zum Chaos zu visualisieren, verwendet man sogenann-
te Poincaréschnitte. Zunéchst fiihren wir die kanonischen Koordinaten (y1, ¢, L1, Lo) auf
dem Kotangentialbiindel P = T*T? ein. Nun betrachten wir den Schnitt der Koordinatene-
bene po = 0 mit einer Energieschale {H (¢1, v2, L1, Ly) = E}, also eine zweidimensionale
Flidche. Diese konnen wir mit den Koordinaten (yq, L1) versehen. Ein Punkt in diesem
“Poincaréschnitt” durch die Energieschale bestimmt bis auf das Vorzeichen von L, einen
eindeutigen Phasenraumpunkt. Wenn wir festlegen, dass die Punkte im Schnitt immer zu
Punkten mit Ly > 0 gehoren, so liefert uns der Hamiltonsche Fluss eine Abbildung von
dem Schnitt in sich selbst, indem wir jeweils der Bahn die an einem Punkt startet so lange
folgen, bis sie zum néchsten mal (mit Ly > 0) den Schnitt durchstoBt. Tragt man nun
die Durchstopunkte verschiedener Bahnen ein, so erhilt man ein qualitatives Bild der
Dynamik.

Fiir ¢ = 0 (oder eben E = 00) ist das System in-
tegrabel und die horizontalen Linien im Bild sind
S1-Schnitte durch die T?-Tori des integrablen Sy-
stems. Die DurchstofSpunkte einer einzelnen Tra-
jektorie (angedeutet durch die Punkte im Bild) E = oo
liegen dann alle auf einer L; =const. Linie. Fiir
resonante Tori liefert eine Bahn nur endlich viele
Punkte, fiir nicht-resonante Tori liegen die Schnitt-
punkte jeder Bahn dicht. 2

> ¥l

Schaltet man g ein bzw. wahlt man E grofl aber

endlich, so werden manche der Tori deformiert an- I —

dere verschwinden ganz. Zwischen den Gebieten |

in denen die Tori iiberleben entstehen sogenannte
Chaosbénder (grau). Diese bilden offene Teilmen- I — L
gen der Energieschale und Bahnen darin fiillen die I —————
Gebiete flachig aus. Im Zentrum der geschlossenen — ———
Kurven im Bild liegen Resonanzen, das sind ein- —
zelne periodische Bahnen. 2 =
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Senkt man die Energie weiter, so wachsen die
Chaosbénder bis sie die ganze Energieschale iiber-
decken Der letzte iiberlebende KAM-Torus bei
o ‘[ L (goldener Schnitt) trennt die Energie-
schale allerdlngs noch in zwei Chaosgebiete, zwi-
schen denen keine Uberginge moglich sind. Selbst
wenn der letzte Torus verschwindet, sind in einem
gewissen Energiebereich Uberginge zwischen den
Chaosbéndern selten. 2m
Irgendwann tritt aber vollstdndiges Chaos ein und die Dynamik iiberdeckt die ganze Ener-
gieschale. Bei sehr kleinen Energien wird die Dynamik wieder fast integrabel (kleine Aus-
lenkungen aus der Ruhelage).

FE mittel

> P1
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3 Bemerkungen zur Lagrangeschen Mechanik

Unter bestimmten Umstédnden kann man die Losungen der , klassischen Mechanik® auch
durch ein Variationsprinzip charakterisieren. Dieser Ansatz spielt in der Physik eine eben-
sowichtige Rolle wie die Hamiltonsche Formulierung. Wir wollen deshalb an dieser Stelle
noch ein paar Hinweise zum Zusammenhang zwischen den beiden Formulierungen der klas-
sischen Mechanik geben.

Der Konfigurationsraum eines mechanischen Systems sei zunédchst M = R"” und L :
R™ x R™ — R sei eine glatte Funktion, die sogenannte Lagrangefunktion. Fiir ein nichtre-
lativistisches Teilchen mit Masse m > 0 in einem Potential V' : R™ — R ist beispielsweise

L(q,v) = im|v]* = V(q),

also kinetische Energie minus potentielle Energie.
Fiir eine glatte Kurve « : [0,¢] — R™ ist die Wirkung S() definiert durch

Man erhélt dann die Bahnkurve ¢(s) des Systems bei gegebener Anfangs- und Endkon-
figuration gp und ¢; als denjenigen Weg ~, der unter den Nebenbedingungen v(0) = g
und y(t) = ¢ die Funktion S(7v) lokal extremal macht. Um dies prézise zu formulieren,
miissen wir zunéchst einen Ableitungsbegriff fiir Funktionen auf co-dimensionalen Raumen
einfiihren.

3.1 Definition. Fréchet Ableitung

Seien X und Y Banachrdume und G C X ein Gebiet. Eine Abbildung f : G — Y heifit
differenzierbar im Punkt z in G, wenn es eine stetige lineare Abbildung A : X — Y gibt
so, dass

f(x+h) = f(z)+ Ah + o(|[h]])

fiir A in einer hinreichend kleinen Umgebung der Null.

Wie im endlichdimensionalen Fall ist A eindeutig bestimmt und heifit Fréchet Ableitung
von f bei x bezeichnet mit D f(x).

3.2 Bemerkung. (a) Die Fréchet Differenzierbarkeit entspricht der totalen Differenzier-
barkeit im endlich dimensionalen. Wie dort impliziert Fréchet Differenzierbarkeit die
Stetigkeit der Abbildung.

(b) Ein wichtiger Punkt in obiger Definition ist, dass die Stetigkeit von A gefordert wird.
In unendlichdimensionalen normierten Raumen impliziert die Linearitét einer Abbil-
dung namlich nicht die Stetigkeit.

(c¢) Der Mittelwertsatz, der Satz iiber implizite Funktionen, der Satz iiber die Umkehr-
abbildung und die Aussagen iiber lokale Extrema mit und ohne Nebenbedingungen
gelten analog auch fiir differenzierbare Funktionen auf Banachrdumen.
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Ohne Beweis stellen wir zunéchst fest, dass der Raum der zweimal stetig differenzierbaren
Pfade X := {7 :[0,t] — R™|~ ist zweimal stetig diffferenzierbar} mit der Norm

17llx = [[Yllos + IVl + [[Flloc == sup [|7(s)[lzn 4 sup [[¥(s)[[rn + sup [|5(s)]|rn
s€[0,t] s€[0,¢] s€[0,¢]

ein Banachraum ist, wobei die Punkte wieder die Zeitableitungen darstellen. Die oben
definierte Wirkung ist damit eine Funktion auf X,

S X SR, 4o S() = /OtL(’y(s),f'y(s))ds.

Um die Ableitung D.S von S zu bestimmen, stellen wir zunéchst fest, dass fiir h € X

S(y+h) = /Ot L(v(s) + Rh(s),%(s) + h(s)> ds

+O([IR]1%).-
Damit gilt

S(r+h) = S() = / (%), 4()), hls) )+ (£ (3(5), 4(3), hls)) ) ds + O(hlI%)

Die Ableitung DS(vy) : X — R,
DS(Mh = (Z(®),5(1), b)) —
+ / ((% (). 4(5) = L% (1(5),4(5)), hls)) ) ds

existiert also an jedem Punkt v € X als stetige lineare Abbildung von X nach R.

3.3 Definition. Kritischer Punkt

Sei f: X — R differenzierbar und Xy C X ein Unterraum. Es heifit dann ~, kritischer
Punkt von f beziiglich Xy, falls

|Q3
< |
~
2

~~
=]
SN~—
2-
~~
]
SN—
SN—
>
—~
o
SN~—
~—

Df(v)| =0, also Df(y.)h=0 furalle he Xg.

Xo
3.4 Proposition. Euler-Lagrange-Gleichungen der klassischen Mechanik

Sel

Xo={h € X|h(0) =h(t)=0}.
Dann ist v € X kritischer Punkt fiir

bei festen Endpunkten, also beziiglich X, genau dann, wenn

(G 00606) — S0, 3(s) =0 fir alle s € 0.1
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Bewers. Das folgt aus obiger Rechnung, da fiir h € X, die Randterme wegfallen. O]

3.5 Beispiel. Fiir L = im|v|> — V(q) ergibt sich aus der Extremalitit von

das Newtonsche Gesetz

= i By 0300 = 51 A(6) = Lmi(e) + TVO(s) = i) + TV (o).

Wir wollen nun das Konzept der Lagrangeschen Mechanik auf Mannigfaltigkeiten verallge-
meinern. Sei also der Konfigurationsraum die Mannigfaltigkeit M und ~ : [0,¢] — M eine
glatte Kurve. Dann ist v(s) € M und 5(s) € Tys)M und L muss daher eine Funktion

L:TM —R

auf dem Tangentialbiindel sein. Wie zuvor definiert man die Wirkung

S(y) == / Lix(s), 4(s)) ds.

Nun ist das mit der Funktionalableitung etwas schwieriger, da die Menge der Kurven auf
M kein Vektorraum mehr ist. Wie konnen wir .,y + h*“ jetzt definieren?

Eine Moglichkeit ist die folgende: Sei X € T'(M) ein Vektorfeld, dann liefert ®;% o v :
[0,¢] — M fiir kleines h eine zu v benachbarte Kurve. In einer Biindelkarte (g, v) fur 7'M
hat

S(®; 0v) = S() :/0 (L (®n (1(8)): 45 @n (1(s))) = L(v(s),4(s))) ds =

wieder die Form
- h/o [Z_s (7(5)’7(5))‘X(W(S))Jrg—i(v(t?)ﬁ( ) - LX(4(s))| ds + O(h?)

"TOL . d oL _ 2
= i [ SR 00636 — S 5E G636 X6 ds + 0.

wobei wir im letzten Schritt angenommen haben, dass X (7(0)) = X(v(¢)) = 0 und somit
die Randterme wegfallen. Man hat also in lokalen Koordinaten als Bedingung fiir Extre-
malitét wieder

DSMX = [ [F2000:49) = 5 50061 3(6)] - X)) ds =0,

Geometrisch konnen wir das so interpretieren. Der ,, Tangentialraum® an die ,, Mannigfaltig-
keit“ C' der Kurven in M 148t sich am Punkt v € C' durch die Vektorfelder X : ~([0,¢]) —
TM entlang der Kurve darstellen. Also T,C' =73 (7([0,¢])). Dann ist

DS()(s) = (2—5(7(8)77(8)) S SCORIO) L e

und

/ DS(vy)(s)ds € T;C'.
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3 Bemerkungen zur Lagrangeschen Mechanik

3.6 Beispiel. Natiirliche Systeme

Auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, ¢g) kann man in natiirlicher Weise Lagran-
gefunktionen der Form

L(g,v) = Ty(v) = V(q)

mit , kinetischer Energie®
und , potentieller Energie®

definieren. Fiir solche Systeme liefert

y OL ,
T\M —T;M, v~ %(q,v) dg’ = g4(v,-)
j

den durch die Metrik induzierten Isomorphismus zwischen Tangential- und Kotangential-
raum.

Man kann aber g—ﬁ auch ohne Metrik als Abbildung g—i : TM — T*M auffassen. Es heifit
dann p = g—ﬁ(q, v) € TyM Impuls zur Geschwindigkeit v € T, M. Kartenunabhéngig
definiert man fiir w € T, M

oL . L(q,v+ hw) — L(q,v)

3.7 Definition. Faserableitung
Sei L € C*°(T'M) und (g, v) eine Biindelkarte, dann ist durch

or:TM —T"M, (q,v)— (q7 %W)
(%

eine Abbildung von T'M nach T*M definiert, welche die Fasern invariant ldsst und nicht
von der gewéhlten Karte abhingt. Es heift

oL JL(q,v) .
— =———=d¢ €eT/M
5, (4 0) 5 94’ €1
die Faserableitung von L.

Die Abbildung ¢, : TM — T*M wird im Allgemeinen kein oder nur ein lokaler Diffeomor-
phismus sein. Fiir natiirliche Systeme ist ¢ (v) = g,(v,-) aber tatséchlich ein Diffeomor-
phismus und wir werden sehen, dass die Lagrangesche und die Hamiltonsche Formulierung
dann dquivalent sind.

Zunéchst {iberlegen wir uns, dass man mit Hilfe von ¢, jedes Hamiltonsche System auf
T*M in ein Hamiltonsches System auf T'M iibersetzen kann. Sei also ¢ : TM — T*M ein
Diffeomorphismus und wy die kanonische symplektische Form auf 7*M und H € C*°(T*M)
eine Hamiltonfunktion. Dann ist w;, = ¢} wp eine symplektische Form auf 7'M und Ho¢; =
E € C*(TM) eine ,Hamiltonfunktion“ auf 7M. Wie wir wissen, gilt

Xp = 65 Xy

Es macht physikalisch keinen Unterschied, ob wir Xz oder Xy losen, da ¢ die Fasern
invariant 148t und somit die Zeitentwicklung der Konfiguration in beiden Féllen die gleiche
ist:

@ = T &) = @@ = B
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Nun stellt sich die Frage, wie wy aussieht und wie wir F wéihlen miissen, damit CDf( B
Losungen der Lagrangesche Gleichungen erzeugt. Seien dazu

oL }
@(% v) d¢’

v) _ 8L(vi)vk

W:TM >R, (q,v)r—>< e

und die Energiefunktion
E:TM —-R, E=W-1L.

Die Langrangesche 1-Form ist

9L
Or = ¢80 = ¢ pidg" = 55 d¢’

und die symplektische Form

oy #tdO d¢:r© de oL dg' Ad¢? + oL dq' A dv?
wr = Qjwg = — = — = — = — — v’ .
g L0 L0 Lo g 0qI v 1 T Huige 1
Nun kénnen wir X = A'd, + B'0,: aus
(Xp,) =dE TL rag v TL pa Oy
w ) = = —— —— o dv! — —
e Dgi vk T viovk o7 1
bestimmen und erhalten
(-t
dq dqov
Xp =00+ ~——Fg 0,
Ovov

wobei wir aus Griinden der Ubersichtlichkeit die Indizes weglassen haben. Die Bewegungs-
gleichungen lauten

d(a) (a0 _ Q)
at ( (t) ) B ( i(t) ) - < (% a(t). 4(0)) - a(t) 2= (a(0), d(8))) / ZE(a(t), d(2)) )
und liefern wegen

O a6, 0(0) 5y FE(0).(0) = S0, 6(0)— e 00, 6(0)) 600 i a0, (1)) 1) =

tatsédchlich Losungen der Lagrange Gleichung.

3.8 Bemerkung. DGLen 2ter Ordnung auf Mannigfaltigkeiten
Vektorfelder auf TM, also X : TM — T(T'M), mit der Eigenschaft, dass die Integralkurven
() = (a(t), v(t))

4(t) = v(?)

erfiillen, definieren Differentialgleichungen 2ter Ordnung. In jeder Biindelkarte muss das
Vektorfeld also die Form

X(q,v) =070, + d’(q,v) 9,

haben, wobei a’(q,v) die Beschleunigung ist.

97



3 Bemerkungen zur Lagrangeschen Mechanik

Zusammenfassend lédsst sich also die Lagrangesche Mechanik in Hamiltonscher Form auf
dem Tangentialbiindel (7'M, wy) mit Energiefunktion £ = W — L schreiben, falls ¢ ein
Diffeomorphismus ist, also falls

O*L
0vi Ov'

In diesem Fall kann man dann aber auch gleich zur Hamiltonschen Formulierung auf
(T*M,wy) iibergehen, wobei

invertierbar ist.

H=Eog¢,'=(W —-L)o¢,' = LL

die so genannte Legendretransformierte von L ist.
Startet man umgekehrt mit H auf 7*M und definiert

0H(q,
¢ :T"M —TM, (q,p) (q,#%)
J

einen Diffeomorphismus, so kann man mit

. OH(q,p _
w (q,P) = (p‘ a—pj)aqj) = WO¢L1

auch wieder zuriick,
LH = (W' — H)o ¢zt = (W' —H) oy =W — (W —L) = L.

Problematisch wird der Ubergang von Lagrange zu Hamilton bzw. umgkehrt immer dann,
wenn ¢y kein Diffeomorphismus ist. Das passiert typischerweise, wenn man die Dynamik
von Eichfeldern beschreiben méchte.
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