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Aufgabe 6 (Tangentialraum und Tangentialabbildung)
a) Zeigen Sie, dass der in der Vorlesung eingeführte Tangentialraum TxM an eine Man-

nigfaltigkeit M im Punkt x ein n-dimensionaler reeller Vektorraum ist.
Anleitung: Zeigen Sie zunächst, dass für jede Karte (V,ϕ) mit x ∈ V die Abbil-
dung

Tϕ : TxM → Rn , [c]x �→ d

dt
(ϕ ◦ c)(t)

���
t=0

bijektiv ist. Zeigen Sie dann, dass die durch Tϕ auf TxM induzierte Vektorraum-
struktur unabhängig von ϕ ist.

b) Zeigen Sie, dass die in der Vorlesung eingeführte Tangentialabbildung wohldefiniert
ist.

Aufgabe 7 (Die orthogonalen Matrizen als Mannigfaltigkeit)
Zeigen Sie, dass die orthogonalen Matrizen O(n) := {Q ∈ GL(n) |QTQ = Id} eine Unter-
mannigfaltigkeit der Dimension n(n−1)
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von GL(n) bilden. Weiterhin gilt (warum?)

TQO(n) = {B | (Q−1B)T = −Q−1B} ,

also insbesondere
TIdO(n) = {B |BT = −B} =: Schief(n).

Hinweis: Finden Sie eine Submersion F : GL(n) → Sym(n) in die symmetrischen Matri-
zen Sym(n) mit F−1(0) = O(n). Verwenden Sie dann Definition 1.8 und Bemerkung 1.24
aus der Vorlesung.

Aufgabe 8 (Lokaler Umkehrsatz)
Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten der Dimension n. Für ein p ∈ M sei
f : M → N eine glatte Abbildung, so dass Tf |p : TpM → Tf(p)N ein Isomorphismus
ist. Zeigen Sie unter Verwendung des Umkehrsatzes im Rn, dass es eine offene Umgebung
U ⊂ M von p gibt, so dass V := f(U) offen und f : U → V ein Diffeomorphismus ist.


